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PREDGOVOR

UdZbenik NACRTNA GEOMETRIJA — primena prvenstveno je namenjen studentima
osnovnih akademskih studijskih programa Pejzazna arhitektura i Uredenje, koris¢enje i zastita
voda, Poljoprivrednog fakulteta Univerziteta u Novom Sadu, za predmet Nacrtna geometrija.
Upotpunosti je obuhvaceno ono gradivo koje je predvideno nastavnim programom.

Ovaj udzbenik predstavlja drugo izdanje udzbenika istog naziva koji je publikovan 2006.
godine. Za razliku od prethodnog izdanja proSirena su neka poglavlja sa viSe primera i
ispravljene su uocene greske.

Knjiga sadrzi 17 poglavlja u kojima je obuhvaéeno celokupno gradivo predvideno
nastavnim programom, po¢ev od ortogonalnih projekcija tacke, prave, ravni, tela, preseka i
prodora tela, kotirane projekcije sa prakticnom primenom, ortogonalnog i aksonometrijskog
crteza, perspektive i Sematskih crteza u pejzaznoj arhitekturi.

Teznja je bila da se ovo, ne tako lako gradivo, izloZi na S§to jednostavniji 1 studentima
prihvatljiv nacin, te su, iza teorijskog dela svakog poglavlja i tematskih jedinica, dati reSeni
primeri sa potrebnim objasnjenjima, kao i manji broj neresenih zadataka.

Koncepcija udzbenika, gde su teorijska objaSnjenja “protkana” reSenim zadacima,
usvojena je na osnovu dugogodiSnjeg iskustva u radu sa studentima i saznanja da se teorijski
deo nacrtne geometrije najbrze uci kroz izradu konkretnih zadataka. Ovakav pristup izlaganju
materije omogucava studentima lakSe i1 jednostavnije samostalno ucenje. Trudila sam se da
nadem meru pri objasnjavanju pojmova i zadataka, tako da onima koji u prethodnom
Skolovanju nisu imali nacrtnu geometriju bude razumljivo, a onima koji su je ve¢ slusali, da
ne bude preopsirno.

Veliku zahvalnost za izdavanje knjige dugujem recezentima ove knjige kao i recezentima
knjiga koje sam ranije objavila iz tehni¢kog crtanja i nacrtne geometrije, posebno prof. dr
[Radovanu Popovul. Njihove sugestije i primedbe sam sa zahvalno$éu prihvatila, kao 3to éu
prihvatiti 1 sve druge koje ¢e unaprediti sledece izdanje. Osim toga, zahvaljujem se 1 ostalim
kolegama i saradnicima koji su na bilo koji na¢in doprineli da ova knjiga bude $to bolja.

Novi Sad, 09.07.2015. god. Prof. dr Radojka Gligori¢
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0. Uvodne napomene 1

0. UVODNE NAPOMENE

Struéna komunikacija medu ljudima odvija se preko crteza, jednacina, grafikona, tabela
itd. 1 stoga crtezi treba da su precizni, jasni i jednozna¢ni. Svaka konstruktivna zamisao 1
ideja, pre realizacije, prikazuje se i pojaSnjava crteZima. Stoga je osnovni cilj nacrtne
geometrije da izuCava razli¢ite naCine crtanja predmeta, odnosno da daje osnovu za izradu
razli¢itih vrsta crteZa: po sadrZini, na¢inu prikazivanja, mestu kori§¢enja i nameni.

Nacrtna geometrija je nauka koja izuava metode, principe 1 postupke crtanja predmeta.
Ona predstavlja osnovu za izradu crteza i stru¢ne dokumentacije iz svih oblasti ljudske
delatnosti, a posebno tehni¢ke: masinstva, gradevine, arhitekture, elektrotehnike, slikarstva
itd. S pravom se moZe reci da je nacrtna geometrija temelj i azbuka tehnickog crtanja.

Osim toga, zadatak nacrtne geometrije je 1 da razvija sposobnost grafickog zamisljanja 1
osecaja da se predmeti “vide” u prostoru i da se zatim nacrtaju tako da ih na isti na&in vide i
korisnici crteZa. Priroda materije, koju prou¢ava nacrtna geometrija je sloZzena i potrebno je
strpljenje da se savlada, narocito za one koji nemaju prirodnog dara za prostor i crtanje.
Medutim, ako se shvate sustinski principi na kojima pociva, ova materija postaje mnogo
jednostavnija i pristupa¢nija.

Posebnu teskoc¢u predstavlja pisanje i izlaganje ove materije da bi bilo koncizno, precizno
i prihvatljivo sa samostalno ucenje, za koje je dovoljno elementarno srednjoskolsko znanje
geometrije. TeSkoca je u tome §to je potrebno mnogo re¢i da se opiSe i objasni nesto Sto se
crtezom moze jednostavno pokazati.

Autor se trudio da detaljno izloZi principe crtanja, a tek potom postupak i tehniku crtanja i
da ve¢ objasnjeno ponavlja se samo u onoj meri, koliko je potrebno da se studenti podsete i da
se ukaze na povezanost celokupne materije. Ako bi se dataljno, do kraja, kroz celu knjigu,
kroz prakti¢ne primere (zadatke) ponovo izlagala ista materija, knjiga bi bila preopSirna sa
objasnjenjima i ponavljanjima. Drugim refima, nacrtna geometrija se ne moZe uciti “na
preskok” ve¢ postupno, od samog pocetka i to crtajuci, a ne gledajuéi.

Da bi se lakse pratio tok izlaganja materije ili tok reSavanja zadataka, obeleZavanja su
imala prirodni sled: 1, 2, 3... ili A, B, C... ili I, II, III, itd. Kad god je to bilo moguéno, pri
reSavanju zadataka, sa 1 ili projekcijama broja 1 obeleZen je prvi korak, sa 2 drugi korak itd.
Osim toga, tok postupka crtanja je najéesce oznacayan strelicama

Kori$¢ene su tri debljine linija. Najdebljom linijom nacrtano je ono S$to je krajnji cilj
zadatka, a najtanjom pomocne linije, spone itd. Ono $to je zadatkom zadato, nacrtano je
linijom srednje debljine. Kada se duZ ili ravan vidi u pravoj veli€ini, nacrtana je osnom
linjjom (crta—tacka—crta). Isprekidanom linijom srednje debljine nacrtane su zaklonjene ivice
tela. Na primer, u zadatku 9.5, sl. 9.7 debelom linijom nacrtane su vidljive konture prizme, sa
tanjom isprekidanom linijom nevidljive konture, a sa najtanjom pomoc¢ne linije i prava
veli¢ina bazisa (Sestougaonik). Sa srednjom debljinom linije nacrtani su i tragovi ravni 3, i ,,
jer je ravan bila zadata. Kod slozenijih zadataka nisu sve pomoc¢ne linije nacrtane (zbog
preglednosti), ve¢ su prekinute ili nisu uopste nacrtane, kao na sl. 11.7. Slike su naslovljene
tako da uglavnom govore o predmetu crtanja, principu i postupku reSavanja zadatka.

Posle teorijskog izlaganja pojedinih delova uradeni su i objasnjeni zadaci kojima se
utvrduje izloZeno gradivo i tek tako dabija se celina svake tematske jedinice. Na kraju svakog
poglavlja, dati su 1 nereSeni zadaci na kojima studenti treba samostalno da provere znanje.

ResSenje svakog zadatka staje na jedan A4 formatu (210x297 mm). Stoga je pocetak
zadataka odreden polozajem koordinatnog pocetka 0, npr. 0(5;9) znadi da se koordinatni
pocetak 0 nalazi 5 cm horizontalno 1 9 cm vertikalno od gornjeg levog ugla A4 formata. Sve



2 0. Uvodne napomene

koordinate date su u cm, osim kod kotirane projekcije u m. Svi zadaci nacrtani su u razmeri
1:1, sem onih iz kotirane projekcije 1 perspektive pored kojih stoji oznaka koriSéene razmere.
Da bi se sa §to manje reci precizno i jednozna¢no objasnili principi, metode 1 postupci

crtanja kori$¢ene su sledece oznake:

A,B...ili 1, 2...ili I, II... — tacke,

a, b... — prave i duZi,

AB, BC... — duzi,

a, B...1li T, m,... — ravni,

ABC, EFGD... — ravni zadate tatkama,

H, V(F), P — horizontalna, vertikalna (frontalna) i profilna projekcijska ravan,

X,Y, Y°, Y, Z— koordinatne ose,

X, ¥, X — koordinate tataka (odstojanja od projekcijskih ravni u cm ili m),

' (prim) — prva projekcija,

" (sekund) — druga projekcija,

"' (terca) — treca projekcija,

° (oboreno) — prava veli¢ina (oznaka za oboreni poloZaj),

A —tacka u prostoru,

A' —prva projekcija tacke A,

A" — druga projekcija tacke A,

A" — tre€a projekcija tacke A,

A'— prva kosa projekcija tatke A,

A,—zarotiran polozaj tacke A,

A" — treCa projekcija zarotiranog polozaja tacke A,

A° — oboren poloZaj tacke A,

A°' — prva projekcija zarotirane tacke A,

A, —tacka na ravni a pridruzena tacki A,

A'(4) ili A(4) — kotirana projekcija tacke A,

A® — centralan projekcija (perspektiva)

L — likoravan

L° — o¢na ravan

,X;—o0sa po kojoj se seku ravni 7, 1 7,

A — razlika koordinata,

/, 11", /1], = — paralelnost,

= — podudarnost,

# —nepodudarnost,

1 — upravnost,

b — oznaka za upravnost izmedu dve linije kada se vidi prava veli¢ina ugla od 90° i

A — oznaka za upravnost izmedu dve linije kada se ne vidi prava veli¢ina ugla od

90°,

R

= — oznaka za sledi u razmeri.

Osim ovih oznaka koriS¢ene su i1 druge koje su pokazane na crteZima.

0.1. KRATAK ISTORIJAT RAZVOJA

Nacin tehni¢kog crtanja predmeta menjao se tokom razvoja ljudske civilizacije. Najstariji
nacin je likovni naéin tehnickog crtanja. Ovakav, likovni nacin tehickog crtanja jasan je bio,
uglavnom, samo autoru crteza.

Tehnicki crtezi se moraju crtaju tako, da su jednoznacni i jasni svim struénim licima.
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Prvi veliki doprinos razvoju tehnickog crtanja dao je, i1 to
nesvesno, Leonardo da Vinéi. Bio je izrazito talentovan za slikarstvo
1 imao je savrSen dar za crtanje prostora. Na osnovu analize njegovih
umetnickih slika, mnogo godina kasnije posle njega, stvorena su
pravila koja danas koristimo za crtranje centralne projekcije
(pespektive).

Leonardo da Vinci (1452—1519. god.)

Osniva¢ Nacrtne geometrije, kao nauke je francuz Gaspar Monz.
Njegova je ideja da se predmeti crtaju ortogonalnim projekcijama, $to
je unelo potpunu revoluciju u tehni¢kom crtanju i izradi tehnicke
konstrukcione dokumentacije iz svih oblasti: maSinstva, arhitekture,
gradevinarstva, saobracaja, pejsazne arhitekture, melioracija itd.

Njemu u c¢ast Nacrtnu geometriju nazivamo i MONGometrija.
Pod istim nazivom MoNGometrija u Srbiji se svake druge godine
odrZzava medunarodni naucni skup koji se bavi razvojem Nacrtne
geometrije.

- Ay -
Gaspard Monge (1746—1818. god.)

Razvojem nacrtne geometrije u Srbiji prvi se bavio profesor Emilijan Josimovi¢ (1820-
1897.god.) redovni profesor matematike i arhitekture i rektor Visoke Skole u Beogradu.
Porodica Emilijana Josimovica potice iz okoline Majdanpeka, roden je u Rumuniji, a Ziveo je
u Beogradu i1 Sokobanji. Napisao je prve udzbenike iz Nacrtne geometrije u Srbiji:

— Emilijjan Josimovi¢, Prakti¢na geometrija, Beograd, 1862. i
— Emﬂuan Josimovi¢, Osnove nacrtne geometrije 1 perspektive, Beograd 1874. god.

i : ‘ UdZzbenik Osnove nacrtne geometrije i
perspektive je jedan od prvih udZzbenika na
Visokoj Skoli u Beogradu. U ovoj knjizi
Josimovi¢ je definisao mnoge termine iz ove
oblasti koji se i danas koriste. Emilijan
Josimovi¢ je izradio 1 sproveo prvi
urbanisticki plan Beograda. Smatra se prvim
strpskim urbanistom. U znak priznanja, u
Beogradu, na pocetku Knez Mihajlove ulice,
nalazi se spomen plo¢a Emilijanu Josimovicu.
I jedna ulica u centru Beogradu nosi njegovo
ime.

Osnivacem pejzazne arhitekture, kao profesije smatra se Frederik Law Olmsted, koji je
roden 26 aprila 1822. godine u Americi u Hartwordu. Njemu u ¢ast mesec april, zbog datuma
njegovog rodenja, u celom svetu slavi se kao mesec pejzazne arhitekture, a 22. april je dan
planete zemlje. Uveo je termin ,pejzazna arhitektura® (landscape architecture) koji se
zvani¢no poceo da koristi od 1863 godine. Njegov najveci doprinos je u tome da se zalagao da
covekovo okruzenje bude $to prirodnije sa zelenilom. Definisao je osnovne principe pejzazne
arhitektura na principima ekologije. Projektovao je i izgradio velike javne parkove sa
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sistemom zelenila koji do tada nisu u Americi postojali. Njegovo najzacajnije delo je
Centralni park u Njujorku, kao 1 jo$ stotinak sli¢nih.

Frederik Law Olmsted (1822 — 1903. god.) prvi pejzazni arhitekta i Centralni park u Njujorku
koji je projektovao i izgradio

Danas se Nacrtna geometrija intenzivno bavi tesko reSivim problemima:

— Kako predmet koji ima tri dimenzije nacrtati na papiru (monitoru) koji ima dve dimenzije?

— Kako predmet na crtezu da bude jednoznacno definisan?

— Kako da crtez bude razumljiv Sirokom krugu korisnika?

— Kako predmet na crtezu da deluje prirodno i prostorno priblizno onako kako ga vidi nase
oko?

Da bi se resili navedeni zahtevi koriste se razliite vrste tehniCkih crteza. Nacrtrna
geometrija je teorijski osnov svih vrsta tehnickih crteza.

Pojava racunara i njihova dostupnost Sirokom krugu korisnika utic¢e na brz razvoj metoda 1
postupaka za tehnicko crtanje predmeta. Na osnovu Bulove algebre i postupka transformacije
projekcijskih ravni razvila se racunarska inzenjerska grafika. Primenom racunara i
raCunarskih softvera ubrzan je proces izrade tehnickih crteza i projektne dokumentacije

0.2. PRIBOR ZA CRTANIJE

Da bi se nacrtao crteZ neophodno je koriSéenje odgovarajuéeg pribora za crtanje. Pribor
za crtanje moZe biti klasian, kada se crta rukom pomocu klasi¢nog pribora za crtanje i
savremen, rac¢unarom. Pri odlaganju i Cuvanju, tehni¢ka dokumentacija se mikrofilmuje
pomodu uredaja za mikrofilmovanje. Kada se za crtanje koristi racunar, za njihovo odlaganje i
¢uvanje koriste se diskovi, diskete, kompakt diskovi — CD i druge moguénosti racunarske
tehnologije.

0.2.1. Klasi¢an pribor za crtanje

U neophodan klasi¢an pribor za crtanje spada: tabla za crtanje, papir, olovke, garnitura
Sestara, trouglovi, pera za tuSiranje, tus, pribor za brisanje, lepljiva traka (selotejp) 1 krivuljari.
Osim toga mogu se koristiti: pera za ispisivanje, lenjiri, $abloni, razmernici itd.

Tabla za crtanje sluzi da se na nju postavi papir za crtanje. Izraduju se od drveta ili
plasticne mase. Mogu biti razli¢ite veli¢ine, prikladne za pisa¢i sto ili namenjene
konstrukcionim biroima.

Koristi se viSe vrsta papira:

— Hamer — nazvan po proizvodadu ove vrste bele deblje hartije za crtanje — koristi se za
crtanje originalnih crteza tuSem ili olovkom;
— Paus je providna tanka hartija, koristi se za crtanje originalnih crteza tusSem;
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— Bankpost je trgovacki naziv za belu tanku kvalitetnu hartiju A4 ili A3 formata. Koristi se
za pisanje proracuna tuSem, olovkom, pisaéom masinom ili Stampacem. Osim toga koristi
se 1 za Sematske crteze 1 skice;

— Bela hartija — sluZi za pripremu crteza i za skice koje se rade olovkom,;

— Hartija za kopiranje. Postoje razliCite vrste ove hartije 1 u razli¢itim bojama i koriste se za
kopiranje crteza;

— Milimetarska hartija je ona na kojoj je odStampana kvadratna milimetarska mreZica. Moze
biti uradena na pausu ili na nekoj beloj hartiji itd.

Olovke mogu biti obi¢ne ili tehni¢ke olovke, a izraduju se u slede¢im stepenima tvrdoce:
9H, 8H... 2H, H, F, HB, B, 2B... i 7B. Olovke oznake H su sa tvrdim grafitnim jezgrom (veci
broj — veca tvrdoc¢a), a B su sa mekim grafitnim jezgrom (veéi broj — mekse jezgro). Olovke
oznake F 1 HB su sa srednjom tvrdo¢om jezgra. Debljina grafitnog jezgro za tehnicke olovke
moze biti: 0,3; 0,5; 0,8 i I mm. Crtezi se prvo nacrtaju tankom tvrdom olovkom. Tako se
grafitno jezgro ne razmazuje po papiru, a crtez je preciznije nacrtan i uredniji je. Nakon toga
olovkom sa mekim jezgrom podebljavaju se linije koje treba da su debele.

Neophodna su dva ili tri Sestara: osnovni, "nultas" i prenosnik. Na osnovni Sestar dodaje se
deo sa grafitnim uloskom, deo sa iglom ili deo za tuSiranje. Nulta§ ima deo sa grafitnim
uloskom 1 deo za tuSiranje. Koristi se za crtanje malih krugova pre¢nika od 0,6 do 12 mm.
Sestar prenosnik koristi se za preno$enje rastojanja.

Trouglovi mogu biti izradeni od drveta ili plastiéne mase, sa ravnim ili sko§enim ivicama
(za tuSiranje), razli¢itih veli¢ina. Za crtanje su neophodna dva pravougla trougla ¢ije su
hipotenuze pod uglom od 45° i 30° (60°). Najpogodnije su veli¢ine trouglova ¢ija je
hipotenuza oko 30 cm.

Za tuSiranje se koriste rapidograf pera, koja su prakti¢na i jednostavna za koriS¢enje. Svako
pero je odredene standardne debljine: 0,18; 0,25; 0,35; 0,50; 0,70; 1,0; 1,4; 2,0; ... mm. Liniju
debljine od 0,18 mm treba izbegavati zbog kopiranja i mikrofilmovanja crteza. Sa Cetiri
debljine rapidograf pera: 0,25; 0,30, 0,50 1 0,70 mm mogu da se zadovolje sve potrebe
tuSiranja tehnickih crteza i tehni¢ke dokumentacije. Ova pera se koriste i za pisanje.

Postoje razli€ite vrste tuSeva, prema kvalitetu i nameni. U tehni¢kom crtanju koristi se
crni tu$. Treba koristiti samo tuSeve onog kvaliteta, koji su namenjeni za rapidograf pera.

U pribor za brisanje spadaju: gumice za brisanje, Zilet i koreks (belilo). Gumice mogu
biti: tvrde, meke 1 veoma meke. Tvrde gumice se koriste za brisanje tuSiranih linija sa hamera
1 pausa, meke za brisanje linija nacrtanih olovkom, a vrlo meke za ¢iS¢enje crteza nakon
tusiranja. Za brisanje linija nacrtanih tufem na pausu uspe$no se koristi Zilet. Ziletom se
pazljivo sastruZe pogresno nacrtana linija, zatim se to mesto, pre ponovnog tusiranja, izglaca
grafitnom olovkom. Na taj nacin tu§ se nece razliti.

Za pri¢vrs¢ivanje papira za tablu ili sto koriste se specijalni ekser¢iéi ili lepljiva traka,
"selotejp".

Krivuljari se koriste za crtanje 1 tuSiranje pravilnih 1 nepravilnih krivih linija. Mogu biti
vrlo razli¢itih oblika i veli¢ina. Kriva linija treba da bude tako nacrtana da nema naglih
prelaza, da je "kontinualna". To se postiZze tako Sto se svaki put pri pomeranju krivuljara,
delimi¢no krivuljarem obuhvati ve¢ nacrtani deo krive linije.

Lenjiri se koriste za crtanje duZih pravih linija. Postoje razne veli¢ine i oblici lenjira:
obi¢an lenjir, T lenjir (glavas), razmernik itd.

U prodaji se mogu naci razli€ite vrste Sablona za crtanje krugova, delova krugova, elipsi,
Sestougaonih navrtki itd, kao i Sabloni za pisanje tehni¢kih slova. Pocetnicima se ne
preporucuju, Sto se posebno odnosi na Sablone za pisanje, jer inZenjeri tehniCkih struka
moraju lepo pisati i bez Sablona.

Odlaganje, ¢uvanje i pretrazivanje velikog broja tehni¢kih crteza moze da predstavlja
problem. Danas se za ove potrebe koriste radunar i mikrofilmovi. Cuvanje tehnitke



6 0. Uvodne napomene

dokumenatcije na mikrofilmovima ima niz prednosti u odnosu na ¢uvanje na papiru. Novu
dimenziju mikrografiji daje povezivanje racunarske i mikrofilmske tehnike.

0.2.2. Ra&unar kao pribor (alat) za crtanje

Racdunar kao pribor za crtanje predstavlja savremenu opremu, koja ¢e se u buduénosti
uglavnom koristiti. Osim raCunara, za crtanje tehni¢ke dokumentacije potrebni su: ploter,
Stampac, digitajzer, svetlea olovka, tabla, "mis", skener itd. Da bi se ova raCunarska oprema
uopsSe mogla koristiti potreban je odgovarajuéi softver (korisni¢ki program).

Ploter predstavlja "tablu” na kojoj se prenosi crtez nacrtan pomoéu raéunara. Stampa¢ je
uglavnom, predviden za Stampanje teksta, a mogu se odStampati i crtezi. Digitajzer je deo za
uvetanje sitnih detalja crteza. Pri tome se detalji crteza mogu ispravljati ili docrtavati.
Svetleca olovka sluzi da se njome slobodnom rukom crta na specijalnoj tabli, $to se prenosi na
monitor. "Mi§" se koristi radi jednostavnijeg biranja Zeljenih komandi. Skenerom se snima
veé nacrtan crteZ. Pri tome se skeniran crteZ moZe, pre Stampanja korigovati, docrtati itd.

U momentu pisanja ove knjige najviSe se koristi softver AutoCAD u vrlo razli¢itim
verzijama zavisno od vrste crteZa i njegove namene. Popularan je zbog moguénosti kori§¢enja
u svim strukama i zbog brojnih specijalizovanih alata i dodatnih modula koji se koriste u
proraCunima 1 pri crtanju. Ovaj softver je sloZen za koriSenje, ali je nezamenljiv za
projektovanje, proracune, izbor optimalnog reSenja 1 simulaciju rada, prvenstveno u
masinstvu.

Danas na trziStu postoji viSe softvera koji su slicni AutoCAD-u: ProEngineer, CATIA,
Mechanical Desktop itd.

Najpoznatiji profesionalni program za pejsazno projektovanje je LandCAD, koji
omogucava izradu tehnic¢ke dokumentacije, proracune zemljanih radova, izbor biljaka i td.

Medutim, treba imati na umu da je raCunar samo brza masina koja ne ume da misli, niti da
procenjuje da li je crtez pravilno nactan. Svi pristupacni softveri za crtanje podrazumevaju da
onaj ko ga koristi zna pravila crtanja, 1 nema u tom smislu edukativni znacaj.

InZenjeri pejsaZne arhitekture treba da znaju, svojom rukom, da brzo 1 precizno skiciraju
postojee stanje, da zamisao lepo nacrtaju, da crteZ bude vizuelno i likovno dopadljiv
naruciocu, bar onoliko koliko ¢e biti lepo zamisljeno reSenje pejsaznog prostora. Stoga na
pocetku ucenja, treba biti obazriv i1 ne koristiti isklju¢ivo racunar, ve¢ kombinovati savremen i
klasi¢an nacin crtanja.

0.3. FORMATI I SAVIJANJE CRTEZA

U tehni¢kom crtanju koristiti se papir odredene veli¢ine i oblika (format A), §to je
definisano standardom SRPS A.A0.104 i SRPS A.A0.105. Osnovne veli¢ine formata date su
u tabeli 0.1. Najveéi format je A0, koji ima povr§inu 1 m’ sa odnosom strana 1N2.
Dimenzije ovog formata su 1189 x 841 mm. Ako se format A0 prepolovi dobijaju se dva Al
formata i tako dalje. Na isti na¢in dobijaju se i ostali formati do A4, kako je to prikazano na

sl. 0.1. 1189
Tabela 0. 1. Osnovne velicine formata
Oznake formata Mere (mm) Ad
osnovnih veli¢ina A3

A0 841 x 1189 M
Al 594 x 841 Al E
A2 420 x 594 A2

A3 297 x 420

A4 210 x 297

S1 0.1: A formatr za tehnicke crteze
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Za crtanje dugackih i uskih predmeta koriste se produzene veli¢ine formata prema tabeli
0.2. Ovi formati dobijaju se produzenjem krace strane formata do duZina koji su umnosci te
krace strane. Takva moguénost produZzenog A4 formata data je na sl. 0.2. Za crtanje veoma
dugackih predmeta, objekata i sl. mogu se koristiti i drugacija produZenja osnovnih formata.

Tabela 0.2: ProduZene veli¢ine formata 630
Oznake formata Mere (mm) 210 210 210
produZenih veli¢ina
A3x3 420 x 891
A3 x4 420x 1189 —
A4 X3 297 x 630 A Ad Ad Ad
Ad x4 297 x 841
Adx5 297 x 1051

S1. 0.2: Produzen A4 format

Na papiru datog formata, pre nego Sto se predmet po¢ne crtati, prvo se nacrtaju okvir i
zaglavlje, §to je prikazano na sl. 0.3 1 0.4. Linija okvira treba da je debela najmanje 0,5 mm.
Veli¢ina margine sa leve strane zavisi od veli¢ine formata i1 od toga kako ¢ée se crtez odlagati.
MozZe da bude 7, 10 1 20 mm.

Svi formati veci od A4, savijaju se na A4 format (210 x 297 mm). Nacin savijanja takode,
zavisi od nacina odlaganja crteza i veli¢ine crteza. Osnovni princip je, da je "lice" crteZa (ono
Sto se prvo vidi kada se crtez uzme li otvori fascikla), deo crteza sa zaglavljem. Ako se format
A3 odlaZe u fasciklu bez poveza savija se na pola, kao na sl. 0.5.

210
420
w0
w
0,5 5 05 5

N~
20 =2

20 5 |

Zaglavlje Zaglavlje
L0 0 \ I
S1. 0.3: Okvir 1 zaglavije na A3 formatu SI. 0.4: Okvir 1 zaglavilje na A4 formatu

Kada se A3 format odlaze u fasciklu sa povezom savija se kao na sl. 0.6. Kota 20
predstavlja slobodnu marginu potrebnu za povez fascikle. Nacin savijanja Al formata kada se
odlaze u fasciklu sa povezom dat je na sl. 0.7.

Zaglavlje

i . 210
Zaglavlje

210 120, 105|, 185 ~. Zaglavljie

420 420
S1. 0.5 Savijanje A3 formata S1. 0.6. Savijanje A3 formata za fasciklu sa povezom

Zaglavlje

297
297

}
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Zaglavlje
105
Y.
AN R ,?

N~

[o)]

N
<
[}
2] I A N N B

3 | S1 0.7: Savijanje Al formata

20 kada se odlaZe u fasciklu sa
| mehanizmom
210 261 185 185 Zaglavije
841

0.4. ZAGLAVLJA

Na svakom crteZu treba da bude odgovarajuée zaglavlje. Zaglavlje predstavlja uokvireni
deo na crtezu, koji se nalazi u donjem desnom uglu formata. U zaglavlju se upisuju podaci
koji su bitni za identifikaciju 1 kori§¢enje crteZa. Ti podaci su i tehni¢ke i pravne prirode 1 tek
crtez sa popunjenim zaglavljem predstavlja tehni¢ki dokument.

Zaglavlja za crteze mogu biti razli¢ita po svom obliku 1 sadrzaju, zavisno od namene 1
vrste crteZa, mesta koriS¢enja itd. Mogu biti prilagodena potrebama proizvodaca, privrednih
organizacija, Skola 1 ustanova.

Podaci koji treba da stoje u zaglavlju su: naziv crteza, vlasnik crteza, ime, prezime i
datum onog koje crtao, ime, prezime i datum onog koje kontrolisao i overio tacnost crteza i
podataka na njemu, razmera crtanja i drugi bitni podaci.

0.5. TEHNICKO PISMO

Tehnicki crtezi i sva ostala tehni¢ka dokumentacija ispisuje se tehni¢kim pismom koje je
definisano na$im nacionalnim i medunarodnim standardima. Ovo pismo je tako oblikovano da
je precizno, jasno, ¢itko, ujednaceno i pogodno za sve vidove reprodukcije i snimanja na
mikrofilm.

Tehnicki crteZi 1 ostala tehnicka dokumentacija moraju biti ispisani tako da, ¢ak i u
slu¢aju manjeg oSte¢enja ne sme doci do bilo kakve konfuzije. Mora se jasno razlikovati npr.
nula (0) od slova O. Tehnicka slova se piSu rukom, §ablonima, masinom, ra¢unarom ili nekim
drugim postupkom.

SRPS standard je definisao latini¢no, ¢iriliCno i gréko tehni¢ko pismo. U okviru ovih
pisama definisani su arapski 1 rimski brojevi, znaci interpunkcije, oznake ra¢unskih radnji,
matematicke oznake itd. Tehni¢ko pismo moZe biti vertikalno (uspravno) i koso (pod uglom
od 759 prema horizontali). Parametri koji definiSu veli¢inu i medusobne odnose tehni¢kog
pisma dati su na sl. 0.8. Osim toga tehni¢ko pismo moze biti tipa A i B. Medusobno se
razlikuju po odnosu datih vrednosti parametara sa sl. 0.8.

a
7 [ IRV . .. " " .

H E - S1. 0.8: Parametri koji definisu tehnicko pismo
-C_[j- e I C k@_ h — visina slova; ¢ — visina malih slova;,

. a — rastojanje izmedu slova i brojki u istoj reci;
© b — minimalno rastojanje izmedu dva susedna reda;
_£ H ta nJ ?l_Ee e — rastojanje izmedu dve susedne reci; d — debljina
d e

linije
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Osnovni parametar je visina slova / (visina velikih slova i brojeva). Vrednost visine slova
moze biti iz sledeeg niza: 2,5; 3,5; 5; 7; 10; 14 1 20... mm. Slede¢i broj ovog niza je
dvostruka vrednost prethodnog (14x2=28 itd.). Visina malih slova c je iz istog niza za jedan
stepen manja od visine 4. Na primer, ako su velika slova visoka 10, mala su 7 mm; ako su
velika visoka 7, mala su 5 mm itd. Debljina slova d je iz istog niza umanjenog za 10 puta,
odnosno debljina d moze biti: (0,18); 0,25; 0,35; 0,50; 0,70; 1,4 1 2 mm. Koja ée vrednost
parametra d biti zavisi od visine /41 tipa slova. Kod slova tipa A odnos d/4je 1/14, a kod tipa
B je 1/10. To zna¢i da su slova tipa A uZa, a tipa B $§ira, za istu visinu. Vrednosti svih
parametara pisma tipa A 1 B date su u tabelama 0.3 1 0.4.

Tabela 0.3 Vrednosti parametara slova tipa A (JUS M.A0.101) (Mere u mm)
Karakteristike Oznaka Mere

Visina velikih slova h 2,5 3,5 5 7 10 14 20
Visina malih slova (bez C _ 2.5 3,5 5 7 10 14
drske ili repa)
Rastojanje izmedu a 0350507 | 1 [ 14| 2 | 28
slova/brojki u jednoj reci
Minimalno rastojanje b 3.5 5 7 10 14 20 28
izmedu dva reda
Minimalno rastojanje e 1051 15 | 2.1 3 4.2 6 8.4
izmedu reéi ' ' ’ ’ ’
Debljina linija d 0,18 1025] 03| 05| 0,7 1 1,4

Tabela 0.4. Vrednosti parametara slova tipa B (SRPS M.A0.101) (Mere u mm)

Karakteristike Oznaka Mere

Visina velikih slova h 2,5 3,5 5 7 10 14 20
Visina malih slova (bez c _ 25 | 3.5 5 7 10 14
drske ili repa)
Rastojanje izmedu a 05 | 07 1 1.4 o) 78 4
slova/brojki u jednoj re¢i ’ ’ ’ ’
Minimalno rastojanje b 3.5 5 7 10 14 20 28
izmedu dva susedna reda
Minimalno rastojanje e 15 | 21 3 4.2 6 8.4 12
izmedu reci ’ ’ ’ ’
Debljina linija d 0,25 |1 0,35 | 0,5 0,7 1 1,4 2

Sirina slova je vrlo razli¢ita. Oblik slova, brojeva i svih ostalih oznaka pisma definisan je
mrezicom, a Sirina brojem kolona u mreZici (sl. 0.9 1 0.10). MreZica je sa rastojanjem d. Na
primer: slovo B, tipa slova A (latini¢no, ¢iriliéno, uspravno i koso) Siroko je 8 kolona
mreZice. To znaci za ovo slovo (B) visine 10 mm, debljina slova je d=0,7 mm, Sirina je 5,6
mm (8x0,7=5,6). Debljina svih slova je ista. Visina za A1 ¢ ne sme biti manja od 2,5 mm i
usvaja se prema raspoloZivom prostoru za tekst. Rastojanje a se moZe smanjiti za polovinu,
ako se na taj naCin postize bolji vizuelni efekat, kao npr. LA, TV itd. Tada je rastojanje a=d.
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S1. 0.9: Tehnicko pismo, latinicno, S1. 0.10: Tehnicko pismo, ¢irilicno
tipa B, vertikalno tipa B, vertikalno

0.6. VRSTE LINIJA

U tehni¢kom crtanju koriste se ta¢no odredene linije po debljini i obliku. Debljina linija je
iz istog niza kao i debljina tehni¢kih slova, odnosno: 0,18; 0,25; 0,35; 0,50; 0,70; 1; 1,41 2
mm. Linija debljine 0,18 mm izbegava se zbog snimanja na mikrofilm. Na crtezu mogu biti
dve debljine: debela i tanka. Odnos izmedu debele i tanke linije mora biti najmanje 2:1. Znaci,
ako je debela linija 0,7 mm, tada je tanka 0,35 ili 0,25 mm. Linije mogu biti razli¢itih oblika
(tabela 0.5).

Linije iz tabele 0.5. su prvenstveno namenjene za crtanje konstrukcione dokumentacije iz
masinstva, medutim Kkoriste se i za sve ostale crteze.

Tabela 0.5: Vrste linija na tehnickim crteZima

Naziv i izgled linije Primena
Puna, debela Vidljive ivice i konture predmeta.
Puna, tanka Za pomocne linije na crtezu (oznaCavanje dimenzija

— kota, pozicione linije, Srafurne linije i sl. ).

Puna, tanka, izvu¢ena slobodnom rukom Za oznaCavanje skraéenog pogleda kada se crta
- rukom.
Puna, tanka (prava) sa cikcakom Za oznaCavanje skradenog pogleda kada se crta
A—A—A—A radunarom.
Isprekidana, tanka i debela Zaklonjene (nevidljive) ivice i

______________ konture predmeta.

Crta—tacka—crta, tanka Osne linije i simetralne linije, za putanje i sl.
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Crta—tacka—crta, debela Za linije i povrSine kojima se postavljaju specijalni
— o mm o omm s zahtevi.
Crta—taCka—crta, tanka, zadebljana na Za oznaCavanje tragova ravni presecanja.

krajevima i na mestima promena pravca

Crta—dve tacke—crta, tanka Za konture susednih delova, za specijalne zahteve i
— —h m— . —h m— . — — Sl.

0.7. POSTUPAK PRI CRTANJU I TUSIRANJU CRTEZA

Da bi crtez bio pravilno nacrtan, tehni¢ki uredan i korektan, treba se, uz sva pravila, drZati
i odredenog postupka i redosleda pri crtanju. Ovde neée biti re¢i o metodama i nacinu crtanja,
ve¢ ukratko o tehnici izrade crteZa.

CrteZ nacrtan olovkom

Crtez se potpuno nacrta tankom tvrdom olovkom, tipa H, koriste¢i se svim potrebnim
priborom. Pribor (trouglovi, lenjiri, krivuljari, Sabloni itd) mora biti ¢ist, da ne bi prljao crtez.
Prvo se nacrtaju simetralne i osne linije. Zatim se crtaju krive linije (krugovi, polukrugovi,
elipse itd.) odnosno to $to je "teZe" nacrtati i na kraju se crtaju prave linije. Ako Ce crteZ ostati
nacrtan olovkom, tada se mekSom olovkom, tipa B, podebljaju debele linije, dok tanke linije
ostaju prvobitno nacrtane. Ako je crtez zvanican tehnic¢ki dokument, a moZe da bude nacrtan
olovkom, tada se mora istusirati: zaglavlje 1 sve §to se ispisuje u njemu, kote, kotne strelice 1
sav tekst na crtezu.

CrteZ nacrtan tuSem

Ako se crtez crta tuSem, postupak je slian kao i kad se crta olovkom. Zna¢i, tvrdom
tankom olovkom nacrta se ceo crteZ sa svim projekcijama, kotama, oznakama, zaglavljem itd.
Tada se pristupa tuSiranju. Prvo se tusiraju sve debele linije i to ovim redosledom: krive linije,
krugovi, radijusi, zaobljenja i sve to $to je "teze" za tuSiranje i na kraju, prave linije. Nakon
toga se tuSiraju sve tanke linije istim redosledom kao i debele. Zatim se tuSem ispisuje sav
tekst, kote, strelice 1 sve ostale oznake. Kada je crtez kompletno istuSiran, ceo se prebrise
mekom gumicom.

CrteZ nacrtan raunarem

Pojavom racunara i njegova pristupac¢nost svakom pojedincu razvio se veliki broj
razli¢itih racunarskih programa (softvera) koji ubrzavaju proces projektovanja i crtanja
tehnicke dokumentacije iz svih oblasti. Na racunaru mogu se nacrtati dvodimenzionalni (2D)
u trodimenzionalni (3D) crtezi za potrebe projekata iz pejzazne arhitekture. Medutim, kako je
pejzazna arhitektura spoj umetnosti i nauke, tesko je na raCunaru nacrtatu tako lepo drvo ili
cvet kako ga moZe nacrtati nasa ruka i kako on izgleda u prirodi.

Zapravo treba koristi i kombinovati sve moguénosti i tehnike pri izradi crteza pejzaznih
prostora.
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1.UVOD

Nacrtna geometrija je nauka koja se bavi teorijom grafickog predstavljanja predmeta,
zamisli i ideja, odnosno iznalaZenjem nacina da se predmet koji ima tri dimenzije predstavi
na papiru sa dve dimenzije. Nacrtna geometrija predstavlja osnovu tehni¢kog crtanja, za
izradu tehni¢ke 1 ostale dokumentacije iz oblasti maSinstva, arhitekture, gradevinarstva,
saobracaja, pejsazne arhitekture, melioracija itd.

1.1. PROJICIRANIJE

Projiciranje je postupak dobijanja slike predmeta na papiru, odnosno postupak dobijanja
crteza predmeta. Crtez (projekcija, slika predmeta) se dobija tako Sto se predmet crtanja
"obavije" projekcijskim zracima (projekcijskim pravama) i tamo gde oni prodiru (probijaju)
projekcijsku ravan (ravan crtanja, papir) dobija se slika predmeta, projekcija ili crtez.
Projekcijski zraci mogu se se¢i u jednoj ili u dvema tackama i mogu biti paralelni. Kada se
projekcijski zraci seku u jednoj ili u dvema tackama, veli¢ina projekcije zavisi od udaljenosti
projekcijske ravni od predmeta crtanja. Ovakav nacin projiciranja naziva se centralnim
projiciranjem (sl. 1.1). Kada su projekcijski zraci medusobno paralelni (paralelno projiciranje)
veli¢ina projekcije ne zavisi od polozaja projekcijskih ravni u odnosu na predmet crtanja (sl.
1.2).

projekceijska ravan (likoravan)

projekcijski zraci
..i

i

ocna tacka

\
%

predmet crtanja

predmet crtanja

projekcija (crtez) projekcija (crtez)
S1. 1.1: Postupak dobijanja crteza: projekcijski S1. 1.2: Paralelni projekcijski zraci —
zraci se seku — centralno projiciranje paralelno projiciranje

Paralelni projekcijski zraci mogu biti upravni (ortogonalni) na projekcijsku ravan (pod
uglom od 90°) ili pod nekim proizvoljnim uglom (kosi). Bez obzira na ugao paralelnih
projekcijskih zraka prema projekcijskoj ravni, dobijena projekcija se ne menja (sl. 1.3). Kada
su projekcijski zraci upravni na ravan crtanja dobija se ortogonalna projekcija (sl. 1.4), a kada
su pod proizvoljnim uglom kosa projekcija (sl. 1.3).

/

/ A
|
| A B
|
| B
|
O
g; T A'=B' A B

S1. 1.3: Ortogonalni i kosi S1. 1.4: Polozaj predmeta crtanja u odnosu
projekcijski zraci na projekcijsku ravan
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Predmet crtanja (povrsine i ivice predmeta) moze biti razli¢ito postavljen u odnosu na
projekcijsku ravan: pod proizvoljnim uglom, upravno na projekcijsku ravan ili paralelno sa
projekcijskom ravni. Kada je npr. duz AB (kao ivica predmeta) pod proizvoljnim uglom ¢
prema projekcijskoj ravni mt, projekcija na ravan « je deformisana (kraca) od duzi AB (sl. 1.4).
Deformacija duzi zavisi od vrednosti ugla ¢, porastom vrednosti od 0 do 90° veca je i
deformacija. Ako je duz AB upravna na ravan m, projekcija se maksimalno deformise,
odnosno projicira se kao tatka. Kada je duz AB paralelna sa ravni m njena projekcija
predstavlja pravu nedeformisanu veli¢inu duzi (AB=A'B").

Kada se projekcijski zraci seku u jednoj tacki dobija se slika predmeta u perspektivi (sl.
1.5). Dobijena projekcija je deformisana slika predmeta (kocke). Stepen deformacije zavisi od
medusobne udaljenosti tacke seCenja projekcijskih zraka, predmeta i projekcijske ravni. Ovaj
nacin projiciranja koristi se u gradevinarstvu, arhitekturi, pejzaznoj arhitekturi, dok u tehnici
nema primenu.

Kada su projekcijski zraci upravni na projekcijske ravni 1 kada se na jednom pogledu vide
ivice predmeta paralelne sa osom X, Y 1 Z dobija se ortogonalna aksonometrija (sl. 1.6), a ako
su projekcijski zraci paralelni i pod proizvoljnim uglom u odnosu na jednu projekcijsku ravan
dobija se slika predmeta u kosoj projekeiji (sl. 1.7). Dobijeni crtezi su deformisani u odnosu
na predmet (kocku). Ortogonalna aksonometrija i kosa projekcija se koriste u tehnici.

————-F

S1. 1.5: Kocka u perspektivi S1. 1.6: Kocka u aksonometriji  SI. 1.7: Kocka u
kosoj projekciji

Kori$¢enjem paralelnih projekcijskih zraka pod uglom od 90° prema projekcijskoj ravni
dobija se slika predmeta u ortogonalnoj projekciji. Takode, i ortogonalna projekcija predmeta
je deformisana u odnosu na predmet, jer samo povrSine predmeta koje su paralelne sa
projekcijskim ravnima projiciraju se nedeformisano, odnosno vide se u pravoj veli¢ini. Stoga
se kod ortogonalnog projiciranja koriste vise medusobno upravnih projekcijskih ravni koje su
paralelne sa povr§inama predmeta. Na sl. 1.8 prikazane su dve ortogonalne projekcije kocke,
na horizontalnu i vertikalnu projekcijsku ravan. Da bi se crtez dobio na jednoj projekcijskoj
ravni obara se horizontalna projekcijska ravan na dole za 90°, dok se ne dovede na vertikalnu
projekcijsku ravan, a zajedno sa njom i projekcija. Ortogonalni crtez kocke bi imao dve
ortogonalne projekcije, koje u stvari predstavljaju pogled odozgo (upravno na horizontalnu
projekcijsku ravan — prva projekcija) i pogled spreda (upravno na vertikalnu projekcijsku
ravan — druga projekcija). Ortogonalne projekcije predstavljaju osnovni nacin crtanja u
tehnici.

Ako se tackama (temenima) kocke na prvoj projekciji daju vrednosti vertikalnih
odstojanja od horizontalne projekcijske ravni (kote) dobija se kotirana projekcija (sl. 1.9).
Kotirana projekcija koristi se za prikazivanje zemljista, puteva, kanala itd.

Na primeru kocke prikazani su razli¢iti nacini crtanja predmeta. Koji ¢e se nacin crtanja
koristiti zavisi od toga za koje potrebe ¢e se crtez koristiti, od sloZzenosti predmeta, od
stru¢nosti korisnika crteza itd.
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Di3) G
D)  C)
A1) B(1)
AI(3) Bi(3)
S1. 1.8: Kocka u paru ortogonalnih projekcija S1. 1.9: Kotirana projekcija kocke

1.2. OKTANTI

Bez obzira na to koji se projekcijski zraci pri crtanju koriste, kakav je predmet crtanja i
koju vrstu crteza crtamo, predmet se pre crtanja zamisljeno postavi u jedan od oktanata.

Oktanti predstavljaju prostor omeden sa tri medusobno upravne ravni: horizontalnom,
vertikalnom 1 profilnom. Oznacavaju se sa:

H — horizontalna (horizontalnica) ili prva projekcijska ravan ili ravan wt,,

V(F) — vertikalna (vertikalnica), frontalna (frontalnica) ili druga projekcijska ravan ili

ravan T, i
P — profilna (profilnica) ili tre¢a projekcijska ravan ili ravan r,.

Ove tri ravni dele prostor na osam oktanata i seku se po osama X, Y, Z u koordinatnom
pocetku u tacki 0, koje su medusobno upravne (sl. 1.10). Ose mogu biti pozitivnog i
negativnog usmerenja. Horizontalna projekcijska ravan (H) odredena je osama X, Y,
vertikalna (V) sa X, Z, a profilna (P) sa Y, Z ili kratko zapisano: H(X;Y), F(X;Z), P(Y;Z).
Oktanti su definisani slede¢im osama: I(X;Y;Z) II(X;-Y;Z2) II(X;-Y;-Z) IV(X;Y;-Z) V(-
X;Y;Z) VI(-X;-Y;Z) VII(-X;-Y;-Z) i VIII(-X;Y;-2Z).

Oktanti I, I, V 1 VI su gornji oktanti (nalaze se iznad H); III, IV, VII i VIII donji; I, IV, V i
VIII su prednji (ispred V); 11, 111, VI 1 VII su zadnji; I, 11, IIT 1 IV su desni (desno suod P) 1V,
VI, VII 1 VIII su levi oktanti.

z
VI I Y|Z
v | V) | H,V,P
| /{Y
K A ;7:./_
o e
e ol - | X X
-X | v X Ye -Ye
! 1
I H()
\ N \
va/]\ ________

S1. 1.10: Oktanti u prostoru S1. 1.11: Oktanti nakon obaranja
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Da bi crtanje predmeta u ovako omedenom prostoru bilo jednostavnije, odnosno da bi se
prostor sveo na jednu ravan, tj. ravan papira, sve tri projekcijske ravni dovode se na jednu
ravan tako $to se obaraju H 1 P ravni na V projekcijsku ravan. To znaci da je V ravan, ravan
crtanja. Horizontalna projekcijska ravan zarotira se oko X ose sa prednjim krajem na dole;
profilna zarotira se oko Z ose sa prednjim delom na levu stranu za 90°. Smerovi rotacije su
stvar dogovora. Pri tome osa Y se “cepa” na dva dela; jedan deo odlazi sa H, a drugi sa P
ravni. Deo Y ose koji odlazi sa P ravni zove se Y° (Y oboreno). Nakon obaranja H i P ravni

oktanti se crtaju kaona sl. 1.11.

YO

S1. 1.12: Pojednostavijen prikaz oktanata

Y

nakon obaranja

Veli¢ina projekcijskih ravni nije bitna
(smatrace se da su projekcijske ravni
beskonac¢ne — krajnji obrisi se ne crtaju), te se
oktanti nakon obaranja predstvaljaju sasvim
pojednostavljeno, samo sa osama, kao na sl.
1.12. Pozitivno usmereni delovi osa su u pravcu
strelica, a negativani na suprotnim stranama od
koordinatnog pocetka 0, Sto vaziiza Y°.

Predmet crtanja se postavlja u neki od osam
oktanata. Crtez je, uglavnom, najpregledniji
kada je predmet u I oktantu (sl. 1.13), medutim
moze se postaviti i u bilo koji od osam oktanata.

Drugi oktant u prostoru i nakon obaranja ravni prikazan je na sl. 1.14. Sve tri projekcijske
ravni nakon obaranja nalaze se na istom mestu, poklapaju se.

z 4
V(m)
P \
oL
0
Ye 0 X
v H(x9)
H
Y
S1. 1.13: Prvi oktant u prostoru i nakon obaranja ravni
Y4
o\ Y|z
Vi) i H, V, P
Y
7 H(m)
o] .-~ ol X
7 X T R

S1. 1.14: Drugi oktant u prostoru 1 nakon obaranja ravni
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2. ORTOGONALNE PROJEKCIJE TACKE

Tacka je elementarni deo prave, povrSine 1 tela. ObeleZavaée se velikim slovima A, B,
C... ili arapskim brojevima 1, 2, 3... Ortogonalne projekcije tacke dobijaju se koris¢enjem
projekcijskih prava (projekcijskih zraka): AA', AA", AA"™, koje su upravne (ortogonalne) na
projekcijske ravni: H, V 1 P (sl. 2.1). Tacke prodora (prodori) projekcijskih prava kroz
projekcijske ravni daju projekcije tacke 1 to:

A" — prodor projekcijske prave kroz H ili prva projekcija tacke A,
A" — prodor projekcijske prave kroz V ili druga projekcija tacke A 1
A" — prodor projekcijske prave kroz P ili tre¢a projekcija tacke A.

Oznaka A' se ¢ita kao "A prim", A" kao "A sekund" i A" kao "A terca". Prva projekcija A’
prave A leZi na H ravni, druga A" na V, a tre¢a A" na P ravni.

Na sl. 2.1. prikazane su ortogonalne projekcije tacke u I oktantu. Polozaj tacke A u
odnosu na projekcijske ravni odreden je koordinatama x, y i z, $to ¢e se u daljem tekstu pisati
kao A(x;y;z). Koordinate tacke A predstavljaju:

x —rastojanje tatke A od P ravni,
y — rastojanje tacke A od V ravni i
z —rastojanje tacke A od H ravni.

Prvu projekciju A' tatke A, odreduju koordinate x, y, drugu projekciju A" x, z i treu
projekciju A"y, z ili kratko zapisano: A'(x;y), A"(x;z) 1 A"(y;z).

Pri obaranju projekcijskih ravni obaraju se i projekcije tacke A kao 1 projekcijski zraci,
tako da je tacka predstavljena sa svoje tri projekcije A', A" 1 A" (sl. 2.1). Deo projekcijskog
zraka, od tacke do njene projekcije, naziva se spona, i to:

A'A" — vertikalna spona,

A"A" — horizontalna spona i

A'A" — izlomljena spona.

Moze se zakljuciti da se:

A'1 A" nalaze uvek na zajedni¢koj vertikalnoj sponi,

A" 1 A" nalaze uvek na zajednickoj horizontalnoj sponi i
A'1 A" nalaze uvek na zajednickoj izlomljenoj sponi.

Treca projekcija A" dobija se na osnovu poznatih dveju projekcija A' i A" posto je
odredena koordinatama y i z, koje su veé¢ sadrzane u tim projekcijama. Na jedan od
prikazanih nacina, na sl. 2.2 (Sestarom, ili trouglom pod uglom od 45°) prenese se koordinata
y na osu Y° na levu stranu posto je y koordinata u I oktantu pozitivno usmerena. U preseku
izlomljene spone iz prve projekcije A' (u pravcu strelice) i horizontalne spone iz druge
projekcije A", dobija se treca projekcija A".

Za jednoznaéno definisanje tacke u prostoru dovoljne su bilo koje dve projekcije. Koristi
se prva i druga projekcija koje se nazivaju par ortogonalnih projekcija ili pogleda.
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H A
S1. 2.1 Ortogonalne projekcije tacke A S1. 2.2: Ortogonalne projekcije tacke A u I

u [ oktantu u prostoru oktantu nakon obaranja projekcijskih ravni

Sematski prikaz dobijanja ortogonalnih projekcija tatke, bez obzira na to u kojem se
oktantu nalazi, dat je na sl. 2.3.

| 1]
e R
A(x; Y Z) A"x:z)

} T A"(y;z)
Il

SI. 2.3: Sematski prikaz dobijanja ortogonalnih projekcija tacke

Kao $to je ve¢ receno tatka se moZe postaviti u bilo koji od osam oktanata. Na sl. 2.4.
prikazana je tacka A u II oktantu. Koordinate x i z su pozitivne, a koordinata y je negativna,
odnosno Sematski dato A(x;—y;z). Nakon obaranja projekcijskih ravni sve tri projekcije tacke
A su u istom kvadrantu, gornjem desnom. Posto je y koordinata negativnog predznaka obara

se na desnu stranu u pravcu —Y°, §to pokazuje strelica i u preseku ove izlomljene spone iz A' i
horizontalne iz A" dobija se treca projekcija A" tacke A.

P 2
7 i 7 A
v A

Am A"

1
o)

S1. 2.4: Ortogonalne projekcije tacke A u Il oktantu
u prostoru i nakon obaranja ravni

Prema Semi sa sl. 2.3 na osnovu poznatih vrednosti i predznaka koordinata x, y 1 z po
istom principu bi se odredile projekcije tacaka i u ostalim oktantima. Koordinate tacke A u
svih osam oktanata su:

I-A(x5y;2) I - A(x;—y;z) I - A(x;—y;—2) IV - A(x;y;—2)
V-A(xy;z) VI-A(—x;-y;z) VII - A(—x;-y;—z) VI - A(—x;y;-2).
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2.1. SPECIJALNI POLOZAJI TACKE

Tacka je u specijalnom poloZaju u prostoru ako se nalazi na nekoj od projekcijskih ravni
ili na nekoj od osa. Neki od specijalnih poloZaja tatke dati su na sl. 2.5 i to tacaka:
A na H (lezZi na H) izmedu I i IV oktanta,
B na V (lezi na V) izmedu I i II oktanta,
Cna P (lezi na P) izmedu [ 1 V oktanta,
D na X osi izmedu I, II, IIT i IV oktanta,
EnaY osiizmedu I, IV, Vi VIII oktanta i
F na Z osi izmedu I, II, V i VI oktanta.

Z Z
BIII B" () FH:FIII
Cm C"
Am 0 B' A" Em E""F' Q::D"
Yo X Yo 0/ D" - X
A
C E
Y Y

S1. 2.5: Specijalni poloZaji tacaka

Zadatak 2.1.

a) 0(7;8). Crtati na A4 formatu. Polozaj koordinatnog pocetka 0(x;y) racunati od gornjeg
levog ugla papira i to x horizontalno (x=7 cm), a y vertikalno na dole (y=8 cm). Ovo vazi za
sve buduce primere i zadatke. Ugao Y ose je 30° bez srkacenja (1:1). Veli€ina ravni u oktantu
je 4,5 cm po svakoj osi. Nacrtati tri ortogonalne projekcije zadatih tacaka u prostoru i napisati
u kojem se oktantu nalaze: A(-2;1;1); B(3;-2;-2); C(-3;2;-3); D(-0,5;-2,5;3); E je 2,5 cm
desno od P ravni, 2,5 cm ispred V ravni i 3,5 cm ispod H ravni; F je 3,5 levo od P ravni, 3,5
cmiza V ravnii 1,5 cm ispod H ravni; G je na V ravni 1 cm desno od P ravni i 1,5 cm iznad
H ravni; tacka H je na Z osi 3,5 cm iznad H; tacka I je na P ravni 3 cm iza V ravni i 4 cm
iznad H ravni i tacka J je na H ravni 4 cm levo od P ravni 1 1,5 cm ispred V ravni.

b) 0(7;20). Za tacke iz prethodnog zadatka nacrtati tri ortogonalne projekcije nakon
obaranja projekcijskih ravni.

Tacka A jeu V, Bu Ill, C u VIII i tacka D u VI oktantu (sl. 2.6), §to se zakljucuje na
osnovu zadatih koordinata. Posto je tacka E 2,5 cm desno od P ravni znaci koordinata x=2,5
cm; ispred V ravni je 2,5 cm znadi da je koordinata y=2,5 c¢cm; ispod H ravni je 3,5 cm S$to
znadi da je koordinata z=—3,5 cm. Znaci da je tacka E definisana koordinatama E(2,5;2,5;—
3,5) i nalazi se u IV oktantu. Na isti na¢in dolazi se do koordinata ostalih tacaka. Tacka F je
odredena sa F(-3,5;-3,5;—1,5) 1 nalazi se u VII oktantu. Tacka G je na V ravni izmedu I i II
oktanta posto ima koordinate G(1;0;1,5). Tacka H sa koordinatama H(0;0;3,5) je na z osi
izmedu L, II, V 1 VI oktanta. Tacka I je na P ravni izmedu II 1 VI oktanta poSto ima koordinate
1(0;—3;4). Tacka J sa koordinatama J(—4;1,5;0) je na H ravni izmedu V i VIII oktanta.

Projekcije zadatih ta¢aka nakon obaranja prikazane su na sl. 2.7.
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Zadatak 2.2.

0(6;6). Data je tacka A(1,5;2;1). Nacrtati sve tri projekcije tacaka koje su joj ortogonalno
simetri¢ne u odnosu na H, V i P projekcijsku ravan.

Ortogonalno simetri¢na tacka A;,; u odnosu na tacku A je ona tacka koja se nalazi na
projekcijskom zraku koji prolazi kroz tacku A 1 koji je upravan (ortogonalan) na ravan H, na
suprotnoj strani od tacke A i na istom rastojanju od ravni H. To se isto odnosi i na tacke
simetri¢ne u odnosu na ravni V i P. Koordinate ortogonalno simetri¢nih ta¢aka su: A;(1,5;2;—
1), Ay(1,5-2;1) 1 Ap(-1,5;2;1) (sl. 2.8).

/{o I=I"

S1. 2.6: Otogonalne projekcije tacaka u prostoru (Zadatak 2.1,a.)

Zadatak 2.3.

Nacrati sve tri projekcije trougla koji je zadat tackama A(0,5;1;1), B(3,5;2,5;0,5) i
C(2,5;0,5;2,5) ako se ravan P prvo obori oko Y ose na levu stranu za 90°, te zajedno sa H
ravni oko X ose na dole, tako da se poklope sa ravni V.

Pri ovakvom “nestandardnom” obaranju ravni P osa Z se “cepa’ (a ne osa Y) te jedan deo
ostaje sa vertikalnom ravni, a drugi deo Z° je u pravcu —X. Sada se prva 1 tre¢a projekcija
nalaze na horizontalnim sponama, a druga i tre¢a na izlomljenim (sl. 2.9).
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oIm
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Y° X
J' 4 " " F
Froc B | oB
£ E'
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S1. 2.7: Otogonalne projekcije tacaka nakon obaranja projekcijskih ravni (Zadatak 2.1,b.)

Z
Ay
AM=A" - N A
P i A"=A'y, AL
AP |
zZ° |
Yo 0 X |
L C’"
Al Ay
APpO 2y
A 7A H Blll D
Y
S1. 2.8: Ortogonalno simetricne tacke S1. 2.9: Obaranje P na H ravan, te zajedno
(Zadatak 2.2.) na V ravan (Zadatak 2.3.)
Zadatak 2.4.

0(9;9). Nacrtati sve tri ortogonalne projekcije tataka: A(2;1;1); B(3,5;:—1:-2.5); C(5:-3;4);
D koja je u IV oktantu 2 cm udaljena od P ravni, 2 cm od V ravni i 2 cm od H ravni; E koja je
u V oktantu 2 cm udaljena od H ravni, 1 cm od V ravni i 2 cm od P ravni; G koja je 5 cm levo
od P ravni, 1,5 cm iza V ravni i 4,5 cm iznad H ravni; I koja je 2 cm ispod H ravni, 4,5 cm iza
V ravni i1 6,5 cm levo od P ravni; J koja je 3 cm ispod H ravni, 1 cm ispred V ravni i 6 cm
levo do P ravni; K koja je na H ravni, 2 cm ispred V ravni 1 2 cm levo od P ravni; L koja je na
V ravni, 3,5 cm iznad H ravni i 3,5 cm desno od P ravni; M koja je na P ravni, 5 cm iza V
ravni i 6 cm iznad H ravni; N koja je na X osi 4 cm levo od P ravni; R koja je na Y osi 4,5 cm
ispred V ravni i S koja je na Z osi na 4 cm iznad H ravni.
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3. ORTOGONALNE PROJEKCIJE PRAVE (DUZI)

Pravu odreduju niz uzastopnih tacaka na istom pravcu. Potpuno je odredena dvema
tackama. Prava se oznaCava malim slovima latinice: a, b, c... Ako je prava a data dvema
tatkama A 1 B kroz koje prolazi, tada ¢e se projekcije prave a nalaziti na pravcu definisanom
odgovaraju¢im istoimenim projekcijama tacaka A 1 B, odnosno a' je na A'B', a" je na A"B" i
a" je na A"B" (sl. 3.1). Prava je jednozna¢no odredena dvema projekcijama (kao i tacka) te
se koristi prva i druga, a treca rede.

ZA

S1. 3.1: Projekcije prave a zadate tackama AB u prostoru
1 nakon obaranja projekcijskih ravni

Ako se tatka C nalazi na pravoj a, tada se sve tri projekcije tacke C nalaze na
odgovaraju¢im projekcijama prave a, odnosno C' je na a', C" je na a" 1 C'" je na a" (sl. 3.2).
Tacke E 1 D na sl. 3.3 ne leze na pravoj a, bez obzira na to $to se prva projekcija E' tatke E
nalazi na a', jer, da bi tac¢ka pripadala pravoj potrebno je da sve tri projekcije tatke leZe na
trima projekcijama prave.

z
Blll BH BIH
c" CL'/O/ - C\C\
& Alll A" {&\ \‘?
\\ ETlll
Ye 0 ’ Ye
. SN
Y Y °D
S1. 3.2: Tacka C na pravoj a S1. 3.3: Tacke D i E ne leZe na pravoj a

3.1. SPECIJALNI POLOZAJI PRAVE

Prava je u specijalnom polozaju: ako se nalazi na nekoj od projekcijskih ravni, ako je sa
nekom od njih paralelna, ako je upravna na projekcijsku ravan ili ako leZi na nekoj od osa.
Na sl. 3.4 prikazana je prava b koja prolazi kroz tacke C i D, a paralelna je sa ravnima H 1
P. Ako je prava paralelna sa dvema, tada mora biti upravna na tre¢u projekcijsku ravan. U
ovom slucaju prava b je upravna na V, posto je paralelna sa H i P ravnima.
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Dlll b"' Clll

C"=D"=p"

Yo o7

bl

Cl

Kako je prava b paralelna sa H i P ravnima u prvoj 1
tre¢oj projekceiji se vidi u pravoj veli€ini, a kako je upravna
na V ravan, u drugoj projekciji se projicira kao tacka.

Kada prava c lezi na horizontalnici (sl. 3.5), tada c¢"
lezi na osi X, a ¢" na osi Y°. Ugao izmedu prve projekcije
c'1 X ose (py) predstavlja pravu veli¢inu ugla koji prava ¢
zaklapa sa V ravni.

Kada je prava d paralelna sa vertikalnicom, tada je d'
paralelna sa X osom, a d" paralelna sa Z osom (sl. 3.6).
Prava d se projicira u pravoj veli¢ini u drugoj projekciji.
Pravu vrednost ugla ¢,; prave d prema horizontalnici daju

d"1 X osa.

S1. 3.4: Specijalni poloZaj prave b:

b/saHIiP;blV

Z
B
z 4"
c" J 2
YO
X Ye X
E' d' F'
Y
Y

S1. 3.5 Specijalni poloZaj prave c: leZi na
H, a sa V zaklapa ugao o,

S1. 3.6. Specijalni poloZaj prave d. // sa 'V,
a sa H zaklapa ugao od ¢,

3.2. UZAJAMNI ODNOS DVE PRAVE

Dve prave u prostoru mogu da se seku, da se mimoilaze ili da su paralelne.

Ako se prave a 1 b seku (nazivaju se i presecne prave), tada se tacka secenja C u sve tri
projekcije C', C" 1 C" poklapaju sa tatkom preseka projekcija prava i leze na istoj vertikalnoj,
horizontalnoj 1 izlomljenoj sponi (sl. 3.7). Drugim reCima taCke seCenja prvih i drugih
projekcija prava leze na istoj vertikalnoj sponi, a tatke secenja drugih 1 tre¢ih projekcija prava

leze na istoj horizontalnoj sponi.

Dve prave se mimoilaze ako nemaju zajednicku prese¢nu tacku. Prave a i b sa sl. 3.8 se
mimoilaze posto se tacke preseka projekcija prava (tatke A i1 B) ne nalaze na istoj vertikalnoj

sponi.

Ye° 0

Y

S1 3.7: Prave a 1 b se seku u tacki C

Z
b7
}\\ >"’Q
X Y° 0 «?'\ i /‘d X

S/ 3.8: Prave a 1 b se mimoilaze
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Kada se prave mimoilaze, jedna drugu zaklanjaju, pri ¢emu se jedna od njih ne vidi.
Vidljivost mimoilaznih prava odreduje se za svaku projekciju posebno.

Vidljivost u prvoj projekciji odreduje se posmatranjem druge i obrnuto. Prave ai b u
prvoj projekciji se seku u tacki A'=B' (sl. 3.9). Prate¢i sponu do druge projekcije vidi se da je
tacka A" koja je na pravoj a iznad tacke B" koja je na pravoj b. Kako se prva projekcija dobija
posmatrajuéi prave odozgo (u pravcu strelice I), vidi se

g tatka A", poSto je bliza posmatracu, a zaklonjena je tacka
B". S obzirom na to da je tatka A na pravoj a, tada Ce se a'
videti, a b' nee (na tom mestu je b' “prekunuto”). Vidljivost
prava u drugoj projekciji odreduje se analiziranjem poloZaja

0] < tacaka C 1 D zato Sto se poklapaju u drugoj projekciji. Druga

projekcija se dobija kada se prave posmatraju spreda (u
pravcu strelice II). Tacka D', koja je na pravoj b', bliza je
posmatracu, te se u drugoj projekciji vidi, odnosno vidi se
b", dok se a" i C" ne vide.

Y YH

S1. 3.9: Princip odredivanja
vid[jivosti

Dve prave su paralelne ako su im sve tri projekcije medusobno paralelne (sl. 3.10). Prave
aibsasl 3.11 nisu paralelne pos$to im nisu sve tri projekcije medusobno paralelne.

Z
b
$7
. \ 3" b"
e/” \S\
Yo 0 X AYO 0 X -
3 \
9
X;/ a' b'
Y Y
S1. 3.10: Paralelne prave S1. 3.11: Prave a 1 b nisu paralelne

3.3. TACKA NA PRAVOJ

Ako se tacka nalazi na pravoj tada se njene projekcije nalaze na projekcijama prave. Na
sl. 3.8 tatka B se nalazi na pravoj b, zato §to se B' nalazi na b', B" na b" i B" na b"'. Tacka A
sa iste slike pripada pravoj a, dok ne pripada pravoj b iako se A" nalazi na b", poSto se A'1 A"
ne nalazenab'ib".

3.4. PRODORI PRAVE KROZ PROJEKCIJSKE RAVNI

Prava u proizvoljnom poloZaju u prostoru prodire (probija) sve tri projekcijske ravni H, V
1 P. Tamo gde prava probija ravan H dobija se tacka prodora kroz H ili prvi prodor i obeleZava
se brojem 1. Gde prava probija V ravan dobija se drugi prodor i obeleZava se brojem 2, a gde
probija ravan P dobija se treci prodor 1 obelezava brojem 3. Tacke prodora (prodori) mogu se i
drugacije obeleZavati.

Prodor prave a kroz projekcijske ravni u prostoru prikazan je na sl. 3.12. Prodori se mogu
definisati 1 kao tacke gde se seku prava i njene projekcije. Tamo gde se seku prava i njena
prva projekcija dobija se prvi prodor, gde se seku prava i druga projekcija daju drugi prodor 1
gde se seku prava i treca projekcija daju treéi prodor. Svaki prodor odreden je sa svoje tri
projekcije, odnosno prvi 1 sa 1'; 1"; 1", drugi 2(2';2";2") 1 tre¢i 3(3';3";3"). Prvi prodor (1)
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lezi na H, drugi (2) na V 1 tre¢i (3) na P ravni. Tacka prvog prodora (njen poloZaj u prostoru)
poklapa se sa prvom projekcijom prvog prodora. Drugi prodor se poklapa sa drugom
projekcijom drugog prodora, a tre¢i prodor se poklapa sa treCcom projekcijom treéeg prodora.
Prethodno re¢eno o prodoru prave kroz projekcijske ravni jeste:
prvi prodor (1=1") leZinaravni H,teje 1"na X osia 1" na Y osi;
drugi prodor (2=2") leZinaravni V, te je 2'na X osia 2" na Z osi i
tre¢i prodor (3=3"") lezina P, te je 3'na Y osi a 3" na Z osi.

2‘"

am

Projekcije prodora leze
na odgovarajuéim
projekcijama prave, odnosno:

1''2',3"jenaa’;

1",2",3"jenaa"i

1", 2™ 3" jenaa™.

Tacke prodora definiSu
polozaj prave u prostoru i u
projekcijama. Zna¢i prvu

H projekciju a' odreduju prve
projekcije sva tri prodora,

1'”

Y

S1. 3.13: Prodor prave a kroz ravini H, V1
P nakon obaranja projekcijskih ravni

drugu projekciju a" druge
projekcije sva tri prodora i
treéu projekciju a" trece
porojekcije sva tri prodora.

Ako se projekcije prave
shvate kao senke prave na
projekcijske ravni, tada se
prodori nalaze na mestima
gde se prava spaja sa svojim
senkama.

S1. 3.12: Prodor prave a kroz ravni H, V1 P u prostoru

Iz prethodne analize proizilaze
pravila na osnovu kojih se odreduju
prodori prave kroz projekcijske ravni:

— Gde prva projekcija prave a se€e X
osu dobija se prva projekcija drugog
prodora;

— Gde druga projekcija prave a sefe
X osu dobija se druga projekcija prvog
prodora;

— Gde prva projekcija prave a seée Y
osu dobija se prva projekcija trefeg
prodora i

— Gde druga projekcija prave a seée Z
osu dobija se druga projekcija treceg
prodora.

Prodor prave a kroz projekcijske
ravni, nakon obaranja, dat je na sl. 3.13.
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3.4.1. Vidljivost projekcija prave

Vidljivost prave odreduje se na osnovu toga da se posmatra¢ nalazi u I oktantu. Deo prave
iznad H ravni se vidi, ispod se ne vidi; deo prave ispred V ravni se vidi, iza se ne vidi i deo
prave desno od P ravni se vidi, levo se ne vidi. Vidljivost prave se odreduje posebno za prvu,
posebno za drugu i posebno za tre¢u projekciju. Grani¢ne tacke vidljivosti su prodori 1,21 3
kroz H, V 1 P ravni.

Deo prave iznad ravni H u prvoj projekciji se vidi sve do prvog prodora; deo prave ipred
ravni V u drugoj projekciji se vidi sve do drugog prodora, i deo prave desno od ravni P u
tre¢oj projekceiji se vidi sve do treceg prodora.

Prava se u prvoj projekciji vidi kada prolazi kroz gornje oktante (tj. iznad H): I, II, V 1 VI,
a ne vidi se kada prolazi kroz donje oktante (tj. ispod H): III, IV, VII i VIII. Granica
vidljivosti je prvi prodor 1=1". Prava se u drugoj projekciji vidi kada prolazi kroz prednje
oktante (tj. ispred V): I, IV, V, 1 VIII, a ne vidi se kada prolazi kroz zadnje oktante: II, III, VI i
VII. Granica vidljivosti je drugi prodor 2=2". U tre€oj projekciji prava je vidljiva kada prolazi
kroz desne oktante (desno od P) I, I, Il i IV, a nevidljiva je kada prolazi kroz leve oktante V,
VI, VII i VIII. Granica vidljivosti je tre¢i prodor 3=3". Vidljivi deo prave se crta punom, a
nevidljivi isprekidanom tanjom linijom (crta—crta—crta).

Odredivanjem polozaja tacaka prodora 1', 2" i 3" u oktantima iz prethodnog primera (sl.
3.12 1 3.13) odredena je vidljivost. Vidljivost prave u projekcijama moZe se odrediti i tako Sto
se prethodno odrede oktanti kroz koje prolazi.

3.4.2. Odredivanje oktanata kroz koje prava prolazi

Da bi se odredili oktanti kroz koje prava prolazi treba analizirati poloZaj projekcija prave
u odnosu na oktante i redosled prodora kroz H, V i P ravni. Ovi parametri (a', a", a", 1', 2" 1
3"") posmatraju se sa desne na levu stranu ili obrnuto (sl. 3.13). Pored toga mogu se dodati
neke proizvoljne tacke pre, izmedu i posle prodora kroz projekcijske ravni (tacke A, B, C 1
D).

Tacka A se nalazi pre prodora na koji se prvo naide gledano sa desne na levu stranu. U
ovom primeru je to prvi prodor. Prema predznacima koordinata tacke A(X;y;-z) zakljucuje se
da se tacka A nalazi u IV oktantu, $to znaci da prava a dolazi iz tog oktanta. Tacka B(x;y;z) se
nalazi u prvom oktantu, tacka C(x;-y;z) u drugom i tacka D((-x;-y;z) i Sestom oktantu.

Takode, prema poloZaju projekcija a', a" 1 a"', gledano sa desna na levo do prvog prodora
1', zaklju€uje se da se prava a, na ovom delu, nalazi u IV oktantu odakle probija H u prvom
prodoru u tacki 1'. Prema polozaju, tacaka 1', 1" i 1" vidi se da se prvi prodor nalazi na H
izmedu I i IV oktanta, $to potvrduje prethodni zakljuc¢ak da prava dolazi iz IV oktanta, probija
H ravan u 1'iulazi u I oktant.

Prava se u I oktantu nalazi sve do drugog prodora (2"), gde probija ravan V. PoloZaj
tacaka 2', 2" 1 2" govori da se drugi prodor nalazi izmedu I 1 II oktanta, $to zna¢i da prava iz |
ulazi u II oktant. Prava se nalazu u II oktantu sve do tre¢eg prodora, do tacke 3"'. Prema
polozaju projekcija treéeg prodora 3', 3" i 3" zakljuCuje se da se prava nalazi na P ravni
izmedu II i VI oktanta, $to znaci da iz Il ulazi u VI oktant. Prava a prolazi kroz IV, I, I i VI
oktant.

Prva projekcija prave a' iznad 1' vidi se jer je u gornjim oktantima, dok ispod 1' se ne vidi
jer je u donjim oktantima. Druga projekcija prave a" iznad 2" ne vidi se jer je u zadnjim
oktanima, dok se ispred 2" (u smeru na dole) vidi, jer u prednjim oktantima. Treca projekcija
a" desno od 3" ne vidi se jer je prava u levim oktantima, a levo od 3" se vidi jer je u desnim
oktantima.

Zadatak 3.1.
0(5;5). Odrediti prodore, vidljivost i oktante kroz koje prolazi prava b koja je odredena
tatkama A(1;2;1) 1 B(3;0,5;2).
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Gde prva projekcija b' prave b sece osu X dobija se prva projekcija drugog prodora, 2.
Druga projekcija ove tacke, 2" je na vertikalnoj sponi i na b". Gde druga projekcija b" prave b
seCe osu X dobija se druga projekcija prvog prodora, 1". Prva projekcija ove tacke, 1' je na
vertikalnoj sponi i na b'. Gde prva projekcija b' prave b sece osu Y dobija se prva projekcija
treeg prodora, 3'. Druga projekcija ove tacke, 3" je na vertikalnoj sponi i na b". ReSenje
zadatka je na sl. 3.14.

Zadatak 3.2.

0(5;3). Odrediti prodore, vidljivost i oktante kroz koje prolazi prava a koja je odredena
tatkama A(-3;0;0) 1 B(0;2;0).

Prava a lezi na H izmedu V i VIII oktanta (sl. 3.15). Probija V ravan u tacki 2" koja je na
—X osi 1 P ravan u tacki 3" koja je na osi Y. Prava a pripada I, IV, V, VI, VII i VIII oktantu.

VIII A%

=" B"=3" g"=a" 3n=om
A'=A" A"=B

/0/3' B'=3'

lil/ . Y I

S1. 3.14. Prodori prave b (Zadatak 3.1) S1. 3.15. Prodori prave a (Zadatak 3.2)
Zadatak 3.3.

0(4;3). Odrediti prodore, vidljivost i oktante kroz koje prolazi prava ¢ koja je odredena
tatkama C(1;1,5;1) 1 D(2,5;0,5;1).

Prava c je paralelna sa H ravni (poSto je ¢" / X osom, ¢" /'Y osom) te nema prvi prodor
(sl. 3.16). Kako se nalazi iznad H ravni, cela je vidljiva u prvoj projekciji. Na osnovu poloZaja
drugog i treCeg prodora, tataka 2=2" 1 3=3" mozZe se zakljuciti da prava c dolazi iz II, ulazi u I
i1 odlazi u V oktant.

Zadatak 3.4.

0(3;4). Odrediti prodore, vidljivost i oktante kroz koje prolazi prava d koja je odredena
tackama E(1,5;1;1) 1 F(1,5;1;2,5).

Iz nacrtanih projekcija se vidi da je prava d paralelna sa V i P ravnima a upravna je na H
ravan, $to znaci da ima samo prvi prodor, dok drugi i tre¢i nema (sl. 3.17). Prvi prodor,
(1',1",1") nalazi se na H ravni izmedu I i IV oktanta. Kako se prava d u prvoj projekciji
projicira kao tacka ne moze se naznaditi vidljivost, dok je u drugoj i treéoj projekciji vidljiva
po celoj duZini.

m

Zadatak 3.5.

0(5;7). Nacrtati u paru ortogonalnih projekcija: pravu a koja prolazi kroz tacku
A(3;2;1,5), paralelna je sa P ravni, a sa V ravni zaklapa ugao od 45°; pravu b koja prolazi
kroz tacku B(1,5;2;5) paralelna je sa P ravni, a sa V ravni zaklapa ugao od 60°; pravu c koja
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prolazi kroz tacku C(-2;3;?) lezi na H ravni i1 paralelna je sa X osom; pravu d koja prolazi
kroz tacku D(5;4;3,5) upravna je na ravan P 1 pravu e koja prolazi kroz tacku E(7;2,5;2,5) 1
upravna je na V ravan.

z
Z "
\ I I F
d"
N O e -
I \ 1"
Yo X Yo 0 X
E=F=d=1-1 [ [,
Y
Y
S1. 3.16: Prodori prave c (Zadatak 3.3.) S1. 3.17: Prodori prave d (Zadatak 3.4.)
Zadatak 3.6.

0(8;6). Nacrtati sve tri projekcije kvadrata ABCD koji je paralelan sa profilnicom ako je
njegova dijagonala A(4;4;5), C(4;1,5;-3).

Zadatak 3.7.
0(3;5). Data je prava a tackama A(1,5;2;3) i B(5;1;1,5). Kroz tacku C(-1,5;5;2,5) nacrtati
pravu b koja je paralelna sa pravom a.

Zadatak 3.8.
0(6;6). Nacrtati sve tri projekcije prave a kroz tacku A(2;1,5;2) 1 upravna je na P ravan 1
prave b koja prolazi kroz tacku B(5,5;2,5;3) 1 upravna na H ravan.

Zadatak 3.9.
0(8;6). Nacrtati sve tri projekcije prave ¢ kroz tacku C(5;1,5;2,5) i upravna je na V ravan i
prave d kroz tacku D(3;2;1,5) koja je paralelna sa H, a sa V ravni zaklapa ugao od 60°.

Zadatak 3.10.
0(9;8). Nacrtati ortogonalne projekcije sva tri prodora prave a koja prolazi kroz tacke
A(=2;6;5) 1 B(5;—1;6). Odrediti vidljivost projekcija i1 oktante kroz koje prava a prolazi.

Zadatak 3.11.

0(10;10) Pravu a iz prethodnog zadatka nacrtati u kosoj projekciji. Odrediti vidljivost
prave i njenih projekcija i oktante kroz koje prolazi. Ugao izmedu osa —XY=30°, skracenje
3:4. Veli¢ina ravni u oktantu je 7 cm po svakoj osi.

Zadatak 3.12.

0(5;7). Date su prave a tatkama A(1;2;2) 1 B(4;3,5;0,5) i b tatkama C(1;-5;-1,5) i
D(4,5;-2;2). Odrediti prodore, oktante kroz koje prolaze 1 naznaciti vidljivost. Da li se prave
seku ili se mimoilaze?
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4. ORTOGONALNE PROJEKCIJE RAVNI

Ravan u prostoru (u odnosu na projekcijske ravni i oktante) moze biti u proizvoljnom ili
specijalnom poloZzaju.

Ravan odreduju: dve prave koje se seku, dve paralelne prave, tri nekolinearne tacke (koje
nisu na istom pravcu) i jedna prava i tacka van nje.

4.1. PROIZVOLJNI POLOZAJ RAVNI U PROSTORU

Proizvoljna ravan je ona ravan koja zaklapa proizvoljne uglove sa H, V i1 P ravni. Ravni
¢e se oznaCavati malim grékim slovima: a, B, v... Ravan se€e projekcijske ravni po linijama
koje se nazivaju tragovi ravni. Linija po kojoj ravan 3 se¢e H ravan naziva se prvi trag i
obelezava sa B3,, gde sefe V ravan, naziva se drugi trag 3, i gde se¢e P ravan je treéi trag 3.
Znadi da je ravan 3 u prostoru odredena sa tri traga B3,, B, 1 B;. Gde tragovi ravni B, B, 1 B,
seku ose X, Y i1 Z dobijaju se osni tragovi By, By 1 B, koji, takode definiSu ravan, odnosno
B(Bx;By:B,). Tragovi ravni su odredeni osnim tragovima, odnosno B,(By:By), B.(Bx:P,) 1
Bs(By:B2) (sl. 4.1).

Obaranjem projekcijskih ravni obaraju se i1 tragovi ravni kao i osni tragovi. Svaki trag
ravni odreden je sa tri ortogonalne projekcije. Prvi trag 3, leZi na ravni H, te se poklapa sa
prvom projekcijom B,=p,". Druga projekcija prvog traga B," lezi na osi X, a treca projekcija
B," na osi Y. Drugi trag 3, lezi na V ravni te je B,=f3,", prva projekcija drugog traga f3,' leZi na
osi X, a treca projekcija 3," na osi Z. Treci trag leZi na ravni P te je B;=P,", prva projekcija [3,'
na osi Y, a druga [3;" na osi Z.

Z B, — prvi trag
B, — drugi trag
B — treci trag
Bx:By,B,— osni
tragovi
B(B1:B:Bs) 1
B(Bx:BviB2)
Bi(Bx:By)
B.(Bx:B2)
B:(By:B2)

S1. 4.1: Crtanje ravni [ u prostoru i u ortogonalnim projekcijama

z Oznacavanje ortogonalnih projekcija ravni se
Bz pojednostavljuje, kako je dato na sl. 4.2. Oznacavaju se
samo tragovi 1 osni tragovi, bez njihovih projekcija.
Tragovi ravni leZe na projekcijskim ravnima: 3, na H,
B, na Vi 3, na P ravni, te se odgovarajuée projekcije
tragova projiciraju na ose X, Y i Z.

Kako tragovi ravni leZe na projekcijskim ravnima
sve $to se na njima nalazi vidi se u pravoj veli¢ini.

S1. 4.2: Oznacavanje ravni 3 sa
tragovima
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B1 p3 B1(x:y) Ravan je definisana analogno, kako
; H } je definisana i tacka, koordinatama osnih
BPx; Pv; Pz) P2&x2) tragova, By, Py 1 By, §to se moZe Sematski

prikazati kao na sl. 4.3.

B2 B3(v:2)

SI. 4.3: Sema za odredivanje tragova ravni

Tragovi proizvoljnih ravni mogu biti vrlo razli¢ito postavljeni u odnosu na prostor. Zbog
preglednosti crtanja prvi trag 3, crta se na onom delu koji je na ravni H, drugi trag 3, na delu u
ravni V 1 treéi trag By na delu koji je na ravni P u I oktantu, Sto je prikazano debelim linijama
na sl. 4.4 desno. Kao §to su tacka i prava potpuno odredene sa dve projekcije (sa parom
pogleda), tako je i ravan jednozna¢no definisana sa dva traga pos$to sadrZe sva tri osna traga.

74
& )/
o
; Px
Y° h\ ol % X
\ &
\ /
By
P
/
|
o
Yy B

S1. 4.4: Ravan [ sa divergentninm tragovima u prostoru i nakon obaranja projekcijskih ravni

4.2. SPECIJALNI POLOZAJI RAVNI

Ravan je u specijalnom poloZaju ako je paralelna, upravna ili pod uglom od 45° prema
projekcijskim ravnima. Ravni paralelne sa projekcijskim ravnima nazivaju se projektnim
ravnima. Kada je ravan paralelna sa jednom projekcijskom ravni, tada je istovremeno upravna
na druge dve projekcijske ravni. Ravni koje su pod uglom od 45° prema projekcijskim
ravnima nazivaju se simetralnim ravnima.

Na sl. 4.5 prikazana je ravan [(o0;0;8,) koja je paralelna sa H ravni, a upravna na Vi P
ravni, te ima drugi [3, 1 tre¢i B, trag. Prvi trag ravni B, je u beskona¢nosti (nema ga), zbog Cega
su tragovi 3, i 3; paralelni sa osom X 1 Y. Ova ravan ima samo jedan osni trag 3,, dok su

druga dva By i By u

ZT beskona¢nosti  (nema

ih). Sve §to se na ovoj

Z ravni nalazi vidi se u

B3 Bz B2 prvoj  projekciji  u

pravoj veli¢ini, a u

7 drugoj i trecoj

- X Yo 0 X projekciji projicira se
na tragove 3, 1 ;.

S1. 4.5: Ravan [(co;00,f3,) paralelna sa H ravni
u prostoru 1 u ortogonalnim projekcijama
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Ravan B(o0;By;0) je paralelna sa ravni V, a upravna na H 1 P (sl. 4.6), te je trag B,

B3

paralelan sa X, a f3, sa
Z osom. Ova ravan ima
osni trag By u
konacnosti, a By 1 B, u
beskonacnosti. Sve §to
se na ovoj ravni nalazi,

X u drugoj projekciji se

SI. 4.6: Ravan f(oo;[y.00) paralelna sa V ravai u
prostoru 1 u ortogonalnim projekcijama

Yo - 0f D X
By

S1. 4.7: Ravan B(Py,[y,0) upravna na H ravan u
prostoru I u ortogonalnim projekcijama

z
B3 Bz

X

vidi u pravoj veli¢ini, a
u prvoj i tre€oj se
projicira na tragove 3, 1

Bs.

Na slici 4.7 prikazana
je ravan B(By;By;) koja je
upravna na H, a pod uglom
na Vi P ravni, te je drugi i
tre¢i trag paralelan sa Z
osom. Prva projekcija
svega onog Sto se nalazi na
ovoj ravni lezi na prvom

tragu f3,.

Ravan B(Bx;0;f;;) je
upravna na vertikalnu
projekcijsku ravan, pod
nekim uglom na H i P
ravan, te su joj tragovi f3,

Bx
B1

v

S1. 4.8: Ravan B(By;0,3,) upravna na V ravan u
prostoru 1 u ortogonalnim projekcijama

Zadatak 4.1.

i B; paralelni sa Y osom
(sl. 4.8). Druga projekcija
svega onog S§to se nalazi
na ovoj ravni leZi na
drugom J3, tragu.

0(2;5). Nacrtati prvi i drugi trag ravni i oznaciti osne tragove: o(3;3,5;4), B(3;1,5;-3),

1(4;2,5;00), 8(5;00;1,5), &(00;-3;-2) 1 ¢(2;00;00).

Prema zadatim osnim tragovima oy, a1 o, odrede se tragovi ravni tako $to se spajanjem
osnih tragova oy i o, dobija prvi trag o, a spajanjem o, i o, drugi trag o, ravni o (sl. 4.9).
Na isti nacin dobijaju se tragovi 1 ostalih ravni. Drugi trag y, ravni y je paralelan sa osom Z
posto je y,~o0, tj. ravan y je upravna na H ravan. Prvi trag §, ravni 0 je paralelan sa osom Y jer
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je 0y=m, te je ova ravan upravna na V ravan. Oba traga ravni € su paralelna sa osom X posto
je ex=. Trag g, je iznad, a trag €, ispod ose X jer su osni tragovi €, 1 €, sa negativnim
predznakom. Ravan ¢ je upravna na P ravan, pod proizvoljnim uglom na H i V ravni i nalazi
se u III oktantu. Tragovi ravni ¢ se poklapaju i paralelni su sa osom Y i Z jer je @y=¢@,~%.
Ova ravan je paralelna sa P, a upravnana H1i V ravni.

4.3. ODREDIVANJE TRAGOVA RAVNI

4.3.1. Tragovi ravni koju odreduju dve

Z
% prave koje se seku
(P2 . . . . .
s Ako se prava nalazi na ravni tada se njeni prodori
£l % kroz projekcijske ravni nalaze na tragovima ravni: prvi

5 \ / prodor na prvom tragu, drugi na drugom i tre¢i prodor

na treCem tragu ravni.

Dve prave koje se seku leze u jednoj ravni (odreduju
) ravan). Tada njihovi prodori kroz projekcijske ravni leZe
0 % X na tragovima ravni, odnosno odreduju ravan. Prvi

prodor la prave a i prvi prodor 1b prave b leZe na prvom
tragu f3,, a drugi prodori 2a i 2b na drugom tragu f3, (sl.

\@\

Y 31  4.10 levo). Spajanjem prvih prodora 1a' i 1b', dobija se
P prvi trag B,, a spajanjem drugih prodora 2a" i1 2b" dobija
> £ se drugi trag ravni [3,. Tre¢i trag ravni [3;, moZe se dobiti

na dva nacina. Prvi nadin je pomoéu tre¢ih prodora
prava a i b, posSto tacke 3a™ i 3b"™ odreduju tre¢i prodor

Y B, ili pomocu osnih tragova By i B, koji su sa prva dva
S1. 4.9: Odredivanje tragova traga ve¢ odredeni. Treéi trag ravni P;, kao i treca
ravil projekcija tacke 1 prave crtaju se samo u izuzetnim
(Zadatak 4.1.) prilikama, jer su suvisni.
zZ
2b"=2b

b

la'=1a Y

S1. 4.10: Tragovi ravni  koju odreduju dve prave a i b koje se seku
u prostoru 1 ortogonalne projekcije
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4.3.2. Tragovi ravni koju odreduju dve paralelne prave

Na isti na¢in kao kad se prave seku, odreduje se ravan koju odreduju dve paralelne prave.
Odgovarajuéi prodori prava ¢ine odgovarajuée tragove ravni. Na sl. 4.11 data je prava a i
tatka B kroz koju prolazi prava b paralelna sa pravom a. Po$to su prave paralelne, paralelne
su im 1 projekcije. Odrede se drugi prodori prava, tatke 2a" i 2b" ¢ijim spajanjem se dobija
drugi trag 3,. Spajanjem osnog traga By i prvog prodora jedne prave (tacke 1a') dobija se prvi

trag f3,.

(e

S1. 4.11: Tragovi ravni f koju odreduju dve paralelne prave a i b
u prostoru 1 ortogonalne projekcije

4.3.3. Tragovi ravni koja je zadata pravom i tatkom van nje ili sa tri tacke

Kada je poznata prava i tatka van nje, a nalaze se na jednoj ravni, tragovi te ravni se
odreduju kao u prethodnom slu¢aju, posto kroz tac¢ku uvek moZemo povuéi pravu koja se sa
zadatom pravom sece ili je paralelna sa njom. Prodori te dve prave odreduju tragove ravni.

Kroz tri nekolinearne tacke (nisu na istom pravcu) koje odreduju jednu ravan moZemo
povuéi dve prave koje se seku ili su paralelne. Prodori tih prava odreduju tragove ravni.

zZ

S1. 4.12: Crtanje familije (pramena)
ravni (Zadatak 4.2.)

Zadatak 4.2.

0(4;5). Kroz pravu a zadatu tackama
A(2,5;3;-1) 1 B(-1;0,5;2,5) nacrtati
familiju (pramen) ravni.

Familija ili pramen ravni se sastoji iz
viSe razli¢itih ravni koje imaju zajedni¢ku
pravu (pramenjacu). Odredi se prvi i drugi
prodor prave a (tacke 1' i 2") kroz koje
prolaze prvi i drugi tragovi familije ravni
(sl. 4.12). Proizvoljno se, kroz tacku 1'
povuce prvi trag a, 1 gde seCe osu X dobija
se osni trag o koji sa tatkom 2" odreduje
drugi trag o,. Na isti nacin se dobijaju i
ostali tragovi ravni 3, 7...
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Zadatak 4.3.

0(2;7). Trougao A(1;?;6), B(8,7;1) i C(1;?;1) pripada ravni o koja je odredena sa dve
paralelne prave d i e. Prava d prolazi kroz tacke D(0;4,5;4) 1 E(4,5;5,5;6), a prava e kroz tacku
F(6;4;4,5). Nacrtati prvu projekciju trougla A'B'C' bez odredivanja tragova ravni.

Zadatak 4.4.
0(4;9). Odrediti tragove ravni 3 zadate tatkama A(3;0,5;5,5), B(5;4,5;1,5) 1 C(-0,5;1,5;0).

Zadatak 4.5.

0(3;9). Odrediti tragove ravni a koju odreduju prave a i b. Prava a prolazi kroz tacke
A(1;4;1) 1 B(4;1;2,5), a prava b kroz tacke C(2;1;4) 1 D(3;?;?). Tacka D je prese¢na tacka
pravihaib.
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5. MEPUSOBNI ODNOS TACKE, PRAVE I RAVNI
5.1. PRAVA NA RAVNI

Prava na ravni moZe biti u proizvoljnom i specijalnom polozaju. Prava je u specijalnom
poloZaju na ravni ako je paralelna sa tragovima ravni ili ako je na njih upravna.

5.1.1. Proizvoljna prava na ravni (ravan kroz pravu)

Kada je prava na ravni tada se njeni prodori kroz projekcijske ravni H, V 1 P nalaze na
tragovima ravni; prvi prodor na prvom tragu (1' na f8;), drugi na drugom (2" na f3,) 1 treci
prodor na tre¢em tragu (3" na f3;). Ovo vazi i obrnuto: ravan prolazi kroz pravu ako tragovi
ravni prolaze kroz prodore prave.

Neka je zadata ravan P sa tragovima [3, 1 3,, na kojoj treba nacrtati pravu a. Kako zadatak
nije bliZze postavljen (ima bezbroj moguénosti) proizvoljno se nacrta prva projekcija a' prave a
(sl. 5.1). Gde a' seCe prvi trag B, dobija se prvi prodor prave a i njegova prva projekcija 1'.
Druga projekcija prvog prodora 1" je na osi X i1 dobija se vertikalnom sponom. Gde prva
projekcija a' se€e osu X dobija se prva projekcija drugog prodora 2'. Druga projekcija drugog
prodora 2" je na drugom tragu f3, i odreduje se sponom.

Ako je ravan zadata dvema pravama a i b, bilo da su paralelne ili da se seku, neka treca
prava ¢ na njoj se dobija iz uslova: sve proizvoljne prave na jednoj ravni se medusobno seku
ili su paralelne (sl. 5.2). Povuce se (proizvoljno, ako drugacije nije zadato) c' i dobijaju tacke
1' 1 2'. Vertikalnim sponama do a" i b" dobijaju se druge projekcije tacaka 1" 1 2" koje
odreduju drugu projekciju c" prave c.

zZ

S1. 5.2: Prava c na ravni koja je zadata
S1. 5.1 Prava a na ravni [ koja je paralelnim pravama a 1 b
zadata tragovima

5.1.2. Specijalne prave na ravni

Specijalne prave na ravni su one prave koje su paralelne ili upravne na tragove ravni.
Prave koje su paralelne sa tragovima ravni nazivaju se sutraznjice, a one koje su upravne na
tragove ravni, nagibnice. Postoje tri sutraznjice i tri nagibnice. Prva sutraznjica ili horizontala
(oznacava se sa h) paralelna je sa H ravni i sa prvim tragom f3,; druga sutraZnjica ili frontala f
paralelna je sa F (V) ravni i sa drugim tragom f3,; tre¢a sutraznjica ili profila p paralelna je sa
P ravni i sa tre¢im tragom [3;. Prva nagibnica g, je upravna na prvi trag 3,, druga g, na drugi i
tre¢a g, je upravna na tre¢i trag 3, ravni .
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Prve dve sutraznjice i nagibnice imaju primenu pri reSavanju zadataka, dok se treée rede
koriste.

Horizontala h

Horizontala ili prva sutraznjica h je prava na ravni 3, koja je paralelna sa prvim tragom
B,, (h'// B,), te je istovremeno paralelna i sa H ravni (sl. 5.3). Druga projekcija horizontale h"
je paralelna sa X osom, a treca projekcija h"' je paralelna sa Y osom, odnosno sa Y°.
Horizontala nema prvi prodor (zato $to je paralelna sa H ravni); drugi prodor 2 i njegova
druga projekcija 2" je na drugom tragu f3,, a tre¢i prodor 3 i njegova treéa projekcija 3" je na
treCem tragu [3,. Prva projekcija drugog prodora 2' je u preseku vertikalne spone iz drugog
prodora 2" 1 X ose. Horizontala h se vidi u pravoj veli¢ini u prvoj projekciji.

V<

S1. 5.3: Horizontala h (h'// B,) u prostoru i u projekcijama

Frontala f

Frontala ili druga sutraznjica f je prava na ravni 3 koja je paralelna sa drugim tragom
ravni f3,, te je paralelna i sa F (V) ravni (sl. 5.4). Druga projekcija frontale f" je paralelna sa
drugim tragom 3, (f" // B,), prva projekcija f' je paralelna sa X osom, a treca projekcija ' je
paralelna sa Z osom. Frontala nema drugi prodor, posto je paralelna sa F (V) ravni, ve¢ ima
prvi i tre€i. Prvi prodor frontale 1 1 njegova prva projekcija 1' leZe na prvom tragu f3,, a tre¢i
prodor 3 i njegova treca projekcija 3" leZe na treem tragu ravni f3;. Frontala se vidi u pravoj
veli¢ini u drugoj projekciji.

YO

\"-<1

SI. 5.4: Frontala f (f"' // B») u prostoru i u projekcijama
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Crtanje horizontale i frontala bez odredivanja tragova ravni

Horizontala i frontala se mogu odrediti i bez crtanja tragova ravni. Neka je ravan zadata
sa tri taCke ABC ¢ijim spajanjem se dobijaju tri duzi (prave) koje se seku (sl. 5.5). Kroz bilo
koju tacku u drugoj projekciji, na primer B" povuce se horizontalna linija (paralelna sa X
osom) koja predstavlja h", tada se¢e duz A"C" u tacki 1". Kako su ovo sve duZi (prave) (AC,
AB, CB i h) na jednoj ravni moraju se medusobno seéi, te pomocu vertikalne spone iz 1" do
duzi A'C' dobija se prva projekcija 1'. Tacke B i 1 odreduju horizontalu, odnosno 1'B' daju h'.

Isti postupak je i za crtanje frontale f, s tim da se u prvoj projekciji povuce horizontalna
linija (paralelna sa X osom) koja predstavlja prvu projekciju frontale f' (sl. 5.6). Gde ona sece
duz A'C' dobija se tacka 1'. U preseku vertikalne spone iz tacke 1' i duzi A"C" dobija se 1".
Tacke B" i 1" odreduju drugu projekciju frontale f".

b zb
~
vl \r B" B"
T
o

Y

S1. 5.5: Crtanje horizontale h bez
crtanja tragova ravni

ol X o) X
L <
B' £ J B'
=
A A

Y
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S1. 5.6. Crtanje frontale f bez
crtanja tragova ravni

Na sl. 5.7 prikazano je odredivanje horizontale i
frontale ravni koja je zadata sa dve prave, a i b, koje
se seku u tacki A. Postupak je isti kao u prethodnom
primeru. Na proizvoljnom mestu u prvoj projekciji
povuée se, paralelno sa osom X, prva projekcija
frontale ' 1 dobiju se tacke preseka (1'i2")saa'ib'.
Pomocu spona do drugih projekcija a" 1 b" dobijaju se
tatke 1" 1 2" koje odreduju f'. Na isti nain se
odreduje horizontala, s tim da se prvo nacrta druga
projekcija h", koja je paralelna sa osom X. Pomocu
tacaka 3", 4" i spona dobija se 3' i 4', odnosno prva
projekcija horizontale h'.

S1. 5.7: Odredivanje horizontale i frontale ravni
zadate pravama a 1 b koje se seku
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Prva nagibnica g,

Prva nagibnica, oznacava se sa g;, jeste prava na ravni 3 koja je upravna na njen prvi trag
B,, te je prva projekcija nagibnice g,' upravna na prvi trag ravni B3, (g,'Lp,). Druga projekcija
prve nagibnice g," dobija se iz uslova da se prodori druge nagibnice kroz projekcijske ravni
nalaze na tragovima ravni, odnosno prvi prodor 1 na prvom tragu ,, a drugi prodor 2 na
drugom tragu 3, (sl. 5.8). U preseku g,' i prvog traga [3,, dobija se prva projekcija prvog
prodora 1', a u preseku g,' sa X osom prva projekcija drugog prodora 2' (sl. 5.9). Druga
projekcija prvog prodora 1" dobija se pomoéu spone do X ose, a druga projekcija drugog
prodora 2" u preseku spone i1 drugog traga ravni f3,.

Bz

ol

C

pe
Y

SI. 5.8: Prva g, 1 druga g, nagibnica ravni [} S1. 5.9: Prva nagibnica g, ravni [ nakon
obaranja projekcijskih ravni

Crtanje prve nagibnice bez crtanja
tragova ravii

Kako je prva projekcije prve nagibnice g,'
upravna na prvi trag ravni, upravna je i na prvu
projekciju horizontale h' (g,'Lh'). Neka je zadata
ravan sa dve paralelne prave a i b. Nacrta se druga h"

x 1 prva h' projekcija horizontale h (sl. 5.10). Prva
projekcija prve nagibnice g,' je upravna na h', te se na
proizvoljnom mestu (ako nije drugacije zadato)
povuce pravac upravan na h'. Dobijaju se tacke 3'1 4/,
a na osnovu njih pomoc¢u vertikalnih spona dobijaju
se 3", 4", koje odreduju g,".

Y

S1. 5.10: Odredivanje prve nagibnice g,
zadate paralelnim pravama a 1 b

Druga nagibnica g,

Druga nagibnica, obeleZava se sa g,, je prava na ravni 3, koja je upravna na drugi trag f3,,
te je druga projekcija druge nagibnice g," upravna na drugi trag ravni f3, (g,"LJ3,). Osim toga
druga projekcija druge nagibnice g," je upravna i na drugu projekciju frontale f" (g," L f").

Prva projekcija druge nagibnice g,' dobija se pomocu prodora druge nagibnice kroz Hi V
ravni koji leze na tragovima ravni, odnosno 1' je na 3, a 2" na 3, (sl. 5.8). U preseku g," 1 3,
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dobija se druga projekcija drugog prodora 2", a u preseku g," i ose X, druga projekcija prvog
prodora 1" (sl. 5.11). Prva projekcija drugog prodora 2' je na osi X, a prva projekcija prvog
prodora 1' na prvom tragu 3.

Druga nagibnica se moze nacrtati i bez tragova ravni, na isti nac¢in kao 1 prva nagibnica,
ali koristec¢i frontalu f.

S1. 5.11: Druga nagibnica g, ravni [f nakon
obaranja projekcijskih ravni

5.2. TACKA NA RAVNI

Tacka je na ravni ako se nalazi na pravoj koja leZi na ravni. Vazi i obrnuto: ravan prolazi
kroz tacku ako prava koja je na ravni prolazi kroz tu tacku. Neka je data ravan 3 sa tragovima
B, B, 1 prva projekcija A' tatke A, koja leZi na ravni B (sl. 5.12). Druga projekcija A" moze se
dobiti postavljanjem proizvoljne prave kroz tatku A koja ¢e lezati na ravni. Medutim, mnogo
je jednostavnije koristiti sutraznjice, bilo horizontalu ili frontalu. U prvom slu¢aju (sl. 5.12,
levo) kroz zadatu prvu projekciju A' tatke A nacrta se h' (paralelno sa 3,) i tamo gde ona sece
osu X dobija se prva projekcija drugog prodora 2', a druga projekcija drugog prodora 2" je u
preseku spone i drugog traga [3,. Iz taCke 2" nacrta se h" koja je paralelna sa osom X. Druga
projekcija A" tatke A je na sponi iz A' do h". Zadatak se moZe resSiti na isti na¢in kori§¢enjem
frontale. Kroz ta¢ku A' povuce se f' (paralelno sa osom X) i na osnovu prvog prodora frontale
(tacke 1") 1 spone iz nje, odreduje se tacka 1". Druga projekcija frontale f" polazi iz tacke 1" i
paralelna je sa f3,. Druga projekcija A" tatke A odreduje se na osnovu prve A'i spone do f".

Z Z

C C
&

=

C

Y Y

S1I. 5.12: Odredivanje tacke A na ravni § korisc¢enjem horizontale i frontale

Zadatak 5.1.
0(1;4). Data je ravan B(3;2;-3). Kroz tacku A(2,5;1;?) nacrtati horizontalu i frontalu
zadate ravni f3.
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Kroz prvu projekciju tatke A' povuce se prva projekcija frontale f' (paralelno sa osom X) i u
preseku sa 3, dobija se prvi prodor, tj. tacka 1' (sl. 5.13). Pomo¢u spone do ose X dobija se
tatka 1", odakle se paralelno sa tragom 3, nacrta f'. Druga projekcija A" dobija se pomocu
spone iz A' do f". Zadatak se moze resiti tako §to se prvo, kroz tatku A' nacrta prva projekcija
h' horizontale h (h'//B,) do ose X, gde se dobija prva projekcija drugog prodora horizontale 2'.
Iz tacke 2' pomocu spone do 3, dobija se 2" iz koje se nacrta h" paralelno sa osom X.

Zadatak 5.2.

0(1;4). Data je ravan B(2;-2,5;2,5). Kroz tacku A(1;?;2) nacrtati horizontalu 1 frontalu
ravni.

Postupak je isti kao u zadatku 5.1, s tim $to se kroz tac¢ku A" nacrtaju h" ili f' (sl. 5.14).
Pomocu projekcija njihovih prodora kroz projekcijske ravni (tacaka 2", 2'ili 1" i 1') odreduju
se prve projekcije h'ili f', a zatim tacka A'.

Zadatak 5.3.
0(2;10). Data je ravan Y(8;6,5;7) i na njoj tacka A(3;2,5;?). Kroz datu tacku nacrtati
proizvoljnu pravu na ravni y, horizontalu, frontalu i prvu i drugu nagibnicu ravni vy.

Zadatak 5.4.

0(6;8). Data je ravan sa tri tacke A(-2;2;1), B(5;1;3) 1 C(1;6;7) i na njoj tacke D(2;?;5) i
E(-3;3;?). Kroz tacku D nacrtati drugu, a kroz tatku E prvu nagibnicu bez odredivanja
tragova ravni.

Y
SI. 5.13: Odredivanje h i fravni f kroz S1. 5.14: Odredivanje h 1 fravni  kroz
tacku A(2,5;1;?) (Zadatak 5.1.) tacku A(1,;7;2) (Zadatak 5.2.)

5.3. PARALELNE RAVNI

Dve ravni su paralelne ako svaka od dveju pravih koje se seku na jednoj ravni ima sebi
paralelnu pravu na drugoj ravni. Ako su dve ravni paralelne, a//p, tada su im i sva tri traga
paralelna: o,//B,, o,//B,1 a,//B5 (sl. 5.15). Osim toga horizontale i frontale paralelnih ravni su
medusobno paralelne. Ravni a 1 B sa sl. 5.16 nisu paralelne jer im treci tragovi nisu paralelni.
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S1. 5.15: Paralelne ravni

Zadatak 5.5.

S1. 5.16: Ravni o 1  nisu paralelne

0(1;3) Kroz tacku A(1,5;1;1) nacrtati ravan a tako da bude paralelna sa ravni (2,5;1,5;1).

S1. 5.17: Crtanje ravni « kroz tacku A
paralelno

Zadatak 5.6.

Zadatak se moze reSiti koris¢enjem
horizontale ili frontale ravni a kroz tacku A ¢iji
prodori leZe na tragovima ravni o. Prva
projekcija horizontale h' je paralelna sa prvim
tragovima a, i 3,, te se kroz prvu projekciju A'
povu¢e h' do ose X gde se dobija prva
projekcija drugog prodora 2' (sl. 5.17). Druga
projekcija drugog prodora 2" dobija se u
preseku spone iz 2' i h", koja prolazi kroz A".
Drugi trag o, prolazi kroz 2" i paralelan je sa f3,.
Prvi trag o, je paralelan sa 3, i polazi iz osnog
traga oy.

0(1;4). Kroz tacku D(4,5;1,5;1) postaviti ravan 3 tako da je paralelna sa ravni koju
odreduju tri tacke A(1;3;1), B(1;1,5;2,5) 1 C(3;1;0,5), bez crtanja tragova ravni.

Kroz tacku D povuku se pomocne prave a, i b, koje se seku, a paralelne sa zadatim
nacrtanim pravama a i b (odredene su taCkama A, B i C). Projekcije prava a,, a i b, b, su
medusobno paralelne (sl. 5.18). Prodori prava a, i b, kroz H i V ravni odreduju tragove ravni
B. Tacke 1" 1 2" su drugi prodori prava a, i b, 1 kroz njih prolazi (3,. Tacka 3' je prvi prodor

prave b,, te ona i osni trag By daju trag ;.

Zadatak 5.7.

0(1;6). Kroz tacku D(3;1;0,5) nacrtati ravan [3 paralelnu sa ravni trougla A(1;3;1),
B(4;5;5) 1 C(7;1;2) ne crtajuéi tragove ravni trougla.
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S1. 5.18: Crtanje ravan [ paralelne sa ravni koju odreduju
tacke A, B 1 C (Zadatak 5.6.)

L

B’

S1. 5.19: Ravan f paralelna sa ravni trougla ABC
(Zadatak 5.7.)

Kako se ne crtaju tragovi ravni
trougla koriste se horizontala h i
frontala f ravni trougla povucene
iz tataka C 1 A (sl. 5.19). Kroz
tacku D' povuce se hy' paralelno sa
prvom projekcijom h' horizontale
trougla, a kroz D" nacrta se h,", na
osnovu kojih se odredi druga
projekcija drugog prodora
horizontale h, (tacka 3"). Kroz
tacku 3" nacrta se [, paralelno sa
f', a zatim se iz osnog traga Py
nacrta f3, paralelno sa h'. Ravan 3
je paralelna sa ravni trougla zato
Sto ima horizontalu h, koja je
paralelna sa horizontalom h na
trouglu. Trag ravni [, je paralelan
sa h' dok je trag B3, paralelan sa f",
Sto znaci da je ravan 3 paralelna sa
ravni trougla.
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5.4. PROIZVOLJNE RAVNI (PRESECNICA RAVNI)

Dve proizvoljne ravni seku se po pravoj p koja se naziva presecnica. Presecnicu p
odreduju dve tacke 1 i 2 koje se dobijaju u preseku tragova ravni (sl. 5.20). Tac¢ka 1 i njena
prva projekcija 1' nalaze se na H ravni u preseku tragova o, i B,. Tacka 1 predstavlja i prvi
prodor presecnice p kroz H ravan. Tacka 2 i njena druga projekcija 2" nalaze se na V ravni,
dobijaju se u preseku drugih tragova a, i B, 1 predstavlja drugi prodor prese¢nice p kroz V
ravan. Prese¢nica p je zajedni¢ka prava dveju ravni koje se seku (pripada i jednoj i drugoj
ravni). Sve proizvoljne prave na ovim ravnima (a i ) medusobno se seku po presec¢nici p.

z 7

S1. 5.20: Odredivanje presecnice p ravni « i  u prostoru i nakon obaranja projekcijskih ravni

Na sl. 5.21 i1 5.22 prikazano je odredivanje prese¢nice ravni o i B zadatih u nekom od
specijalnih polozaja. U prvom primeru ravan o je paralelna sa H ravni te se preseCnica i
horizontala poklapaju.

U drugom primeru presecnica se u drugoj projekciji vidi kao tacka, jer su ravni o 1 3
upravne na V ravan. Tacka preseka prvih tragova ravni je u beskonanosti, te je prva
projekcija prese¢nice p' paralelna sa tragovima o, i f3;.

ZA

"m

a3 p — hl" pll:hll 2" a2

3m 3" om
X

X T

SI. 5.21: Odredivanje presecnice p ravni o 1  kada je o // sa H, u prostoru I u projekcijama
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S1. 5.22: Odredivanje presecnice p ravni o 1 [ koje su upravne
na V' ravan, u prostoru i u projekcijama

Zadatak 5.8.

0(1;4). Odrediti prese¢nicu ravni a(0,5;—1;-0,5) 1 B(7;12,5;2,5).

Osni trag By ravni B u odnosu na ostale osne tragove ima veliku vrednost (12,5 cm), tako
da je tacka preseka prvih tragova a, i 3, daleko (sl. 5.23). Kako se sve proizvoljne prave na
ravnima o i 3 medusobno seku u tacki koja se nalazi na prese¢nici tih ravni, za odredivanje
prve tacke prese¢nice (tatke 4) najjednostavnije je koristiti horizontale ravni h, i hg. Na
proizvoljnom mestu nacrtaju se druge projekcije h," 1 hg" 1 dobijaju tacke 2" 1 3". Kako su to
tacke na V ravni drugi prodori, prve projekcije 2' i 3' su na osi X. 1z ovih tacaka se nacrtaju
prve projekcije horizontala h,' i hg' u ¢ijem preseku se dobija 4'. Tacke 1' i 4' odreduju p', a
tacke 1" 14" daju p".

D
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1

SI. 5.23: Odredivanje presecnice p ravni o 1 3 koris¢enjem horizontala h,, 1 hg (Zadatak 5.8.)

Zadatak 5.9.

0(1;4). Odrediti prese¢nicu dveju ravni zadate sa po dve paralelne prave a, b i c, d bez
odredivanja tragova ravni. Ravan o je zadata pravom a koja prolazi kroz tacke A(1;1,5;1) 1
B(2;1;3) 1 pravom b koja prolazi kroz tacku C(2;2,5;1). Ravan [ je odredena pravom ¢ koja
prolazi kroz tacke D(6;3;0,5) 1 E(5;1;3) i pravom d koja prolazi kroz tacku F(7;2;1).

Zadatak se resava sli¢no prethodnom, tj. koris¢enjem horizontala. Na proizvoljnom mestu
povuku se h,," i h_ " i dobijaju tacke 1", 2", 3" i 4" (sl. 5.24). Prve projekcije ovih tacaka su u
preseku spona i prvih projekcija prava. U preseku h,,' 1 h_,' dobija se tacka 5' koja se nalazi na
p', a 5" je na drugoj projekciji horizontala. Postupak se ponovi jo$ jednom da bi se dobila
tacka 6'. Tacke 5 1 6 odreduju presecnicu p.

Zadatak 5.10.
0(2;5). Odrediti prese¢nicu triju ravni o(3,5;4;3,5), B(6;2;4) 1 v(—1;1;0,5).
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Presek triju ravni daje tacku P koja se dobija na preseku medusobnih prese¢nica (sl. 5.25).
U preseku tragova 3, 1y, dobija se tacka 1', a u preseku tragova f3, 1 v, tatka 2", a tacke 1"12'
nalaze se na osi X. Tacke 1 12 daju prese€nicu pg,. Na isti nacin se odredi prese¢nica pg, ravni
o 1y (pomocu tacaka 3'1i4"). U preseku dveju presecnica pg, 1 poy dobija se tacka preseka P.
Za odredivanje preseCnice triju ravni (taCke P) moze da se koristiti i bilo koja druga
kombinacija prese¢nica ovih ravni.

Z
Bn E"

‘\ " Q;
3 &S
1" Y, 5!! h'éb:h'éd O; 3 4!!
X
0
S1. 5.24.: Odredivanje presecnice p ravni koje su SI. 3?25-' VP resek trjju ravni a, f1y
zadate sa po dve paralelne prave bez odredivanja Je tacka P (Zadatak 5.10)

tragova ravni (Zadatak 5.9.)

Zadatak 5.11.
0(3;20). Odrediti zajedni¢ku tacku ravni a(7;4;7), B(o0;3;3) 1 y(3;-2;3).

Zadatak 5.12.
0(6;7). Data je preseCnica p ravni o(o0;5;5) i . PreseCnica je odredena tackama A(—
4;4;7) 1 B(-2;0,5;7). Nacrtati tragove ravni 3 koja prolazi kroz tacku C(—4;1,5;5,5).

5.5. PRAVA IZVAN RAVNI

Kada se prava nalazi izvan ravni moze biti u proizvoljnom poloZaju prema ravni, upravna
na ravan 1 paralelna sa njom.

5.5.1. Prava u proizvoljnom poloZaju izvan ravni (Prodor prave kroz ravan)

Prava u proizvoljnom poloZaju prema ravni (pod uglom ¢) prodire ravan u tacki P, koja
se naziva prodorom prave kroz ravan (ne treba brkati sa prodorima prave kroz projekcijske
ravni — prvim (1), drugim (2) i tre¢im (3) prodorom). Za odredivanje prodora prave a kroz
ravan [3, postavi se kroz pravu a pomo¢na ravan d (sl. 5.26). U preseku prave a i prese¢nice
ovih ravni p dobija se prodor P. Zbog jednostavnijeg crtanja pomocna ravan O nije u
proizvoljnom poloZaju ve¢ treba da bude upravna na H ili V ravan i da prolazi kroz pravu a.
Na sl. 5.27 prikazano je odredivanje prodora prave a kroz ravan f3 koris¢enjem pomoéne ravni
O upravne na H ravan. Drugi trag pomoéne ravni §, paralelan je sa osom Z. PoSto ravan &
prolazi kroz pravu a prva projekcija a', prvi trag ravni 9, i prva projekcija prese¢nice p' ravni 3
10 se poklapaju (6,=a'=p").
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Iz uslova da se presene prave na ravnima koje se seku, seku na preseénici, dobija se
prodor prave kroz ravan (tacka P) §to je nakon obaranja projekcijskih ravni prikazano na sl.
5.28. U preseku tragova ravni B, §, i 3,, 0, dobijaju se projekcije tacaka prese¢nice, 1'1 2".
Prva projekcija presecnice p' leZi na 9,, a druga p" je odredena tatkama 1" i 2". U preseku
drugih projekcija p" 1 a" dobija se druga projekcija prodora prave a kroz ravan B, tj. tacka P".
Prva projekcija prodora P' je u preseku spone iz P" i prvih projekcija a'=p'.

»

S1. 5.26. Postupak dobijanja prodora S1. 5.27: Postupak odredivanja prodora prave a
prave a kroz ravan [ (tacke P) kroz ravan f (tacke P) u prostoru

Druga moguénost za odredivanje tacke P je da se kroz pravu a postavi pomocna ravan o
upravna na V ravan. Tada je prvi trag pomocne ravni 9, paralelan sa X osom (sl. 2.29). U
ovom slu¢aju druga projekcija prave a", drugi trag ravni 9, 1 druga projekcija presecnice p" se
poklapaju (a"=38,=p"). Prva projekcija prodora prave a kroz ravan  (tatka P') odreduje se u
preseku prvih projekcija a' i p' (posto se u ovoj projekciji ne poklapaju).
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SI. 5.28: Odredivanje prodora prave a S1. 5.29: Odredivanje prodora prave a
kroz ravan f (tacke P), kada je kroz ravan f (tacke P), kada je
o0 1L Hravan 01 Vravan
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Odredivanje vidljivosti prave I ravni

Princip odredivanja vidljivosti prave i ravni je isti kao kod odredivanja vidljivosti
mimoilaznih prava. Vidljivost se odreduje analiziranjem tac¢aka se¢enja projekcija a' 3,' 1 a"
B,". Grani¢ne tacke vidljivosti su projekcije prodora P, odnosno tacke P' i P". Uoci se tacka
seCenja prvih projekcija a' i B, tj. tacke 1'=2' (sl. 5.30). Ove tacke u drugoj projekciji se
nalaze: 1" na a", 2" na B," (B," je na osi X). Posto se prva projekcija dobija posmatranjem
druge odozgo, to se prvo vidi tatka 1" koja je na a" (bliza je posmatracu), a ne vidi se 2" koja
je na B,". Stoga se prva projekcija prave a' vidi a B,' ne vidi (na tom mestu je B, “prekinuto”)
sve do prve projekcije prodora P', odakle se a' na dalje ne vidi. Vidljivost u drugoj projekciji
se odreduje posmatranjem tacaka 3"=4" i njihovog poloZaja u prvoj projekciji. Posmatrajuci
od napred (odozdo) prvo se vidi tac¢ka 3' koja je na a', pa tek onda 4' koja je na 3,' (B,' je na osi
X). Znaci da je na tom mestu druga projekcija prave a" vidljiva sve do tacke P", a od tacke P"
na dalje se ne vidi.

Odredivanje prodora prave kroz ravan koja je zadata sa horizontalom i frontalom

Kada je ravan zadata sa dvema pravama horizontalom h i frontalom f, prodor prave a kroz
tako zadatu ravan moZe se odrediti i bez crtanja tragova ravni (sl. 5.31). Kao i u prethodnom
slu€aju postavi se pomocéna ravan d kroz pravu a i odredi presecnica ravni o i ravni koju
obrazuju h 1 f. Ravan § (na slici nije oznaCena) upravna je na V ravan te se zbog toga
poklapaju a" i p". Gde druga projekcija presecnice p" sece f" i h" dobijaju se tacke 1" 1 2". Prve
projekcije ovih tacaka 1', 2' su na prvim projekcijama h' i f' koje odreduju p'. U preseku p'i a'
dobija se prva projekcija P' tacke prodora P prave a kroz ravan zadatu sa h i f. Druga
projekcija prodora P" je u preseku spone iz P'1a".

Na isti nacin bi se odredio prodor prave a kroz ravan koja bi bila zadata sa bilo koje dve
presecne prave koje obrazuju ravan.

Z
X 0 X
Y
Yy !
S1. 5.30: Odredivanje vidljivosti prave a u S1. 5.31: Prodor prave a kroz ravan
odnosu na ravan koja je zadata sahi f
Zadatak 5.13.

0(1;4). Odrediti prodor prave a kroz ravan B(4;2,5;3) i naznaciti vidljivost. Prava a je
paralelna sa H 1 V ravni, a nalazi se na 1 cm iznad H i ispred V ravni.

Zadata prava a je u specijalnom poloZaju. Postavljanjem pomoéne ravni 6 kroz pravu a
upravno na H ravan dobija se a'=0,=f=p' i prva projekcija prvog prodora preseCnice p 1
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frontale f kroz H ravan (tacka 1'). Na osnovu tacke 1' odreduju se f"=p" koje u preseku sa a"
daju drugu projekciju prodora P" (sl. 5.32). Vidljivost prave a i ravni B odreduje se
analiziranjem poloZaja tacaka 1'=2'1 3"=4" isto kao u zadatku sa sl. 5.30.

ol

YA

Zadatak 5.14.

0(2;5). Odrediti prodor prave a zadate tackama A(2,5;-0,5;1) i B(4,5;-3;1,5) kroz
ravan B(—1;0,5;1), kao 1 vidljivost.

Pomoc¢na ravan 8 je upravna na H ravan, te se poklapaju o,, p' i a' (sl. 5.33). Na osnovu
preseka tragova f3,, 8, 1 3,, 0,. dobijaju se tacke 1' 1 2", a na osi X su 1" i 2'. Odgovarajuce
projekcije tacaka 1 i 2 odreduju odgovarajuée projekcije prese¢nice p. U preseku p" i a" dobija
se druga projekcija prodora P".

4
f 3
NN

) _a_u_ _\:\:\P" 3"=4"
"
g lu
| __F 1':2't a=3,~f =p'
4'

Q?\
Y
5.32: Prodor prave a kroz ravan [

(Zadatak 5.13.)

S1. 5.34: Prodor trougla ABC kroz
ravan [ (Zadatak 5.15.)

S1. 5.33: Prodor prave a kroz ravan [
(Zadatak 5.14.)

Zadatak 5.15.

0(2;5). Odrediti presek ravni zadate sa
tatkama A(—1;0;1), B(3;3;3) i C(5;1;1) kroz
ravan [(5;3;3) kao 1 vidljivost.

Odredi se prodor duzi AB kroz ravan f3
posmatrajué¢i ih u prvoj projekciji (A'B') gde
se dobijaju tacke 1' i 2'. Na osnovu druge
projekcije ovih tacaka dobija se druga
projekcija prodora P,". Postupak se ponovi za
duz AC (tacke 2' i 3") i odredi tacka P,".
Spajanjem projekcija tacaka P, i P, dobijaju se
projekcije presecnice po kojoj se seku ravni
(sl. 5.34). Vidljivost se odreduje posmatrajuci
tragove ravni i ivice trougla kao mimoilazne
prave. Granica vidljivosti je ivica P, 1 P, .
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Zadatak 5.16.

0(1;6). 1z tacke S(1;5;5) nacrtati projekcije trougla A(2;2;2), B(3;3,5;4) 1 C(5;4;2,5) na
ravan (1;-0,5;-0,5).

Iz tacke S kroz tacke trougla ABC, povuku se prave i odrede njihovi prodori kroz ravan f3
koris§éenjem pomocénih ravni. Pomoéna ravan y postavljena je kroz tacke S i B (yLV, te vy,
prolazi kroz tatke S"B"). Postupak se ponovi i kroz tacke S, A 1 S, C. Prodori prava SA, SB i
SC kroz ravan B su tacke A,, B, 1 C, koje predstavljaju projekciju traougla ABC na ravan 3
(sl. 5.35). Spajanjem dva trougla ABC i A,B,C, dobijaju se ivice odseCene (zarubljene)

trostrane kose piramide, odnosno spajanjem projekcija ovih tataka dobijaju se projekcije
piramide.

Vidljivost se odreduje analizirajuéi poloZaje ivica piramide u odnosu na posmatraca. Sve
spoljasnje konturne ivice se vide, jer nisu zaklonjene, a to su u drugoj projekciji A"A,",
A"C/", C,"B,", B,"B" i B"A". Druga projekcija C" roglja C nalazi se unutar konture druge
projekcije i moZe da se vidi ili ne vidi. Rogalj C u prvoj projekciji C' je najbliZi posmatracu te
se C" vidi i vide se sve ivice iz ovog roglja: C"A", C"B" 1 C"C",. Ivica A,"B," se ne vidi jer su
ove taCke u prvoj projekciji (A,'B,') posmatraju¢i odozdo iz prve projekcije, najdalje od
posmatraca. Na isti na¢in se odredi vidljivost i u prvoj projekciji.
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S1. 5.35: Projekcija trougla ABC na ravan f iz tacke S (Zadatak 5.16.)
Zadatak 5.17.

0(3;7). Date su prave: a koja prolazi kroz tacke A(-1;4;4) i B(3,5;2;1); b kroz tacku
C(3;1;3) i upravna je na H ravan i prava c kroz tacku D(0;1,5,1,5) 1 paralelna je sa osom X.
Odrediti prodore datih prava kroz ravan au(—2;2;2,5), kao i vidljivost.

Odredivanje prodora prave kroz ravan koja je zadata sa tri tacke

Pri odredivanju prodora prave kroz ravan koja je zadata sa tri tacke koristi se pomoé¢na
ravan kao i u prethodnim slu¢ajevima. Drugi trag pomoéne ravni o, poklapa se sa a" i p" (kada
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je 8LV ravan). U preseku p" i drugih projekcija zadatih duzi C"B" i A"B" dobijaju se tacke 1"
12" (sl. 3.36). Njihove prve projekcije 1', 2' se nalaze na sponama i prvim projekcijama duZi
C'B' i A'B' koje odreduju p'. U preseku p' i a' dobija se prva projekcija prodora P'. Vidljivost
se odreduje posmatrajuci druge projekcije prave a" i duzi A"B" koje se mimoilaze, odnosno
analiziraju¢i poloZaje tacaka 2", 3" 1 2', 3'. Kako se tatka 2' nalazi na duZi A'B' bliZze
posmatracu u drugoj projekciji A"B" se ta duz vidi, a ne vidi a". Granica vidljivosti je druga
projekcija prodora P". Na isti nacin se odredi vidljivost u prvoj projekciji posmatrajuéi tacke

4-5

Z Cll Q\\

Y

S1. 5.36: Prodor prave a kroz ravan koja je zadata tackama ABC, bez odredivanja
tragova ravni, u prostoru I nakon obaranja projekcijskih ravni

SI. 5.37: Odredivanje presecnice
dveju ravni zadate tackama

Odredivanje presecnice ravni, koje su zadate
tackama

Medusobni presek dveju ravni koje su
zadate tatkama dobija se tako Sto se odrede
prodori prava (duzi) jedne ravni kroz drugu.
Neka je zadata ravan sa tackama: A(1;3;3),
B(4;4;0,5) 1 C(6;0,5;4) 1 ravan sa tackama
D(1;2;2), E(5:4;5) 1 F(6;1,5,1,5) ¢&iji presek
treba odrediti.

Proizvoljno se odaberu dve duzi jedne
ravni bilo u prvoj ili drugoj projekciji 1 odrede
njihovi prodori kroz drugu zadatu ravan, npr.
duzi DE 1 EF kroz ravan ABC posmatrajuéi
drugu projekciju (sl. 5.37). Kroz druge
projekcije tih duzi D"E" i E"F" postave se
pomo¢ne ravni upravne na V ravan na ¢ijim
pravcima se nalaze 1 presecnice (nisu
obelezene). Na veé¢ poznati nacin pomocu
tataka 1", 2" 1 3", 4" odredi se prodor duzi DE i
EF kroz ravan koja je data sa tatkama ABC. U
preseku duzi 12' i D'E' dobija se tacka P,', a u
preseku 3'4' i E'F' tacka P,'. Projekcije linije po
kojoj se seku dve ravni (dva trougla) dobijaju se
spajanjem projekcija tacaka P, i P, i1 predstavlja
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samo onaj deo koji obuhvata obe ravni istovremeno. Vidljivost se odreduje posmatrajuéi duzi
kao mimoilazne. Granica vidljivosti je deo prese¢ne duzi P,P,.
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Zadatak 5.18.

0(1;5). Odrediti presek ravni zadate sa
Cetiri  tacke A(0,5;0,5;0,5), B(2:;4;3,5),
C(6,5;4,5;4), D(5,5;1,5;1,5) 1 ravni sa tri
tatke E(0;2,5;1), F(4;0:4,5) 1 G(5;3,5;0,5),
kao 1 vidljivost.

Usvojene su druge projekcije duzi EF 1
FG (E"F" i F"G") ¢ijim prodorima kroz
ravan ABCD se odrededuje presek (sl.
5.38).

Zadatak 5.19.

0(1;6). Odrediti presek ravni zadate
tatkama A(1,5;1;3), B(4;6;5,5) 1 C(9;3;0,5)
i ravni zadate taCkama D(0;4;1), E(6;1,5;5)
1 F(8;5;2) kao i vidljivost.

Resenje je dato na sl. 5.39.

S1. 5.38: Presek trougla i Cetvorougla (Zadatak 5.18.)

B"

Zadatak 5.20.

0(1;7).  Odrediti
medusobni presek
ravni koju odreduju
tacke A(0;1;2),
B(3;8;6) i C(8;2;3) i
ravni zadate taCkama

X‘ D(0;5;0), E(5;0;6) 1
F(8,5;6;5)  kao i
vidljivost.

S1. 5.39: Presek dva trougla
(Zadatak 5.19.)
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5.5.2. Prava upravna na ravan (normala n) i obrnuto

Prava je upravna na ravan ako je upravna bar na dve prave koje su na toj ravni. Kada je
prava upravna na ravan (naziva se normala i oznafava sa n) tada je njena prva projekcija
upravna na prvi trag ravni i prvu projekciju horizontale, druga projekcija je upravna na drugi
trag ravni i drugu projekciju frontale, odnosno n' L 3,1 h'in" L B, i f'. Vazi i obrnuto, tj.
ravan je upravna na pravu ako su odgovarajuéi tragovi ravni upravni na odgovarajuce
projekcije prave (B, L a'1 B, L a"). Na sl. 5.39 iz proizvoljne tatke A koja je izvan ravni 3

nacrtana je normala n ravni f3.

Normala ravni se moZe odrediti i bez odredivanja tragova ravni. Neka je data ravan sa dve
paralelne prave a i1 b na koju treba nacrtati normalu n. Prava a prolazi kroz tacke A(0;2;3) i
B(3;0;2), a prava c kroz tacku C(3;1;1). Odredi se horizontala i frontala ravni (sl. 5.40). Na
proizvoljnom mestu (ako zadatkom nije drugacije re€eno) nacrta se prva projekcija normale

tako da je n' L h', a u drugoj projekciji je n" L f".

— >~
_

X
0 ' X
N
C Al
Y Y
S1. 5.39: Prava (normala n) upravna S1. 5.40: Odredivanje normale n bez crtanja
naravan tragova ravni

Z & - Simetralna ravan duzi
Ravan koja je upravna na
B g duz 1 polovi je na dva jednaka

ol

Y

S1. 5.41: Simetralna ravan f duzi AB

dela naziva se simetralna
ravan duZi. Simetralna ravan
duZi AB dobija se tako §to se
kroz tatku S' koja je na
polovini duzi A'B' nacrta
horizontala u prvoj projekciji
tako da je upravna na tu duz
(h" L A'B") (sl. 5.41). Kroz
drugi prodor horizontale 1"
povuce se drugi trag [, tako
daje B, L A"B", aiz By nacrta
se prvi trag ravni tako da je f3,
1 A'B".



52 3. Medusobni odnos tacke, prave i ravni

Zadatak 5.21.

0(2;5). Odrediti ortogonalno simetri¢nu tacku A,, date tatke A(0;—1;3) u odnosu na ravan
B(3:2;-3.5).

Ortogonalno simetri¢ne tatke u odnosu na ravan su one tacke koje se nalaze na
projekcijskom zraku koji je upravan na ravan i na istom rastojanju od ravni na suprotnu
stranu. Tacke A 1 A, sasl. 5.41 su ortogonalno simetri¢ne u odnosu na ravan f3.

Zadatak se reSava tako §to se iz tacke A nacrta normala na ravan f (n' L B, i n" L B3,).
Kori§¢enjem pomoéne ravni koja je upravna na H ravan a prolazi kroz normalu n odredi se
prodor normale kroz ravan f3 (tacka P). U produzetku normale nanese se isto rastojanje i
dobija se tacka A, (A'P=P'A,, tj. A"P"=P"A,") koja je ortogonalno simetri¢na tacki A u
odnosu na ravan B (sl. 5.42).

Zadatak 5.22.

0(1;6). Odrediti ortogonalnu projekciju trougla A(1,5;4;3), B(5;3;2,5) 1 C(3;2,5:4,5) na
ravan [3(6;4;3).

Iz tacaka A, B 1 C povuku se normale na ravan B i njihovi prodori kroz ravan 3 daju
ortogonalne projekcije trougla (tacke A,, B,, 1 C,). Dobija se isti trougao kao §to je zadati, a
njihovim spajanjem trostrana prizma (sl. 5.43). Vidljivost se odreduje na nacin opisan u
zadatku 5.16, sl. 5.35.

Al‘

S1. 5.42: Ortogonalno simetricne tacke Ai A, SI 5.43: 012‘0goné]ne projekcrja trougla ABC
u odnosu na ravan f (Zadatak 5.21.) na ravan [} (Zadatak 5.22.)

Zadatak 5.23.

0(1;5). Odrediti ortogonalnu projekciju tacke D(3,5;3;3,5) na ravan trougla
A(0,5;0,5;2,5), B(3;2,5;0,5) 1 C(4,5;0,5;1,5) bez crtanja tragova ravni.

Ortogonalna projekcija tacke D na ravan trougla dobija se tako §to se kroz tatku D
povuce normala n na ravan trougla i tamo gde ona probija trougao dobija se tacka D, koja
predstavlja ortogonalanu projekcija taCke D na trougao. Kako se ne crtaju tragovi ravni
odrede se horizontala i frontala ravni (sl. 5.44). Prva projekcija normale n' je upravna na h', a
druga n" na f". Odredi se prodor normale n kroz ravan ABC na isti nacin koa $to se odredio
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prodor proizvoljne prave a sa sl. 5.36. Projekcije presecnice su odredene projekcijama tacaka
21 3. Tacka D," se dobija u preseku n" u druge projekcije presecnice.

Zadatak 5.24.
0(1;7). Data je ravan o sa dvema paralelnim
pravama a i b. Prava a prolazi kroz tacke
¢ A(1,5:4,5;1,5) 1 B(3,5;1,5,1,5), a prava b kroz tacku
C(5,55;2;1,5). Kroz tacku D(3,5;3;?) koja je na ravni
o povuéi normalu na ravan bez crtanja tragova ravni.

Zadatak 5.25.

0(6;7). Kroz tacku A(-2;2;2) nacrtati ravan o
koja je upravna na pravu a. Prava a prolazi kroz
tacke A(—4;5;5) 1 B(—1;2;2).

S1. 5.44: Ortogonalna projekcija D, tacke D na
ravan trougla ABC (Zadatak 5.23.)

5.5.3. Prvi i drugi nagibni triedar

Prvi nagibni triedar sadinjavaju: horizontala h, prva nagibnica g, i normala ravni n (sl.
5.45). Ove tri prave su medusobno upravne. Prve projekcije g,' i n' se poklapaju i upravne su
na prvi trag ravni 3, i prvu projekciju horizontale h'.

Drugi nagibni triedar safinjavaju: frontala f, druga nagibnica g, i normala ravni n.
Takode, i ove tri prave su medusobno upravne. Druge projekcije g," i n" se poklapaju i
upravne su na drugi trag ravni 3, i drugu projekciju frontale f" (sl. 5.46).

Prvi 1 drugi nagibni triedar koriste se pri reSavanju zadataka jer predstavljaju tri ivice koje
se seku u jednoj tacki (roglju) pravilnih geometrisjkih tela, npr. kocke.
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0 X X
Y
S1. 5.45: Prvi nagibni triedar: horizontala h, S1. 5.46. Drugi nagibni triedar: frontala f;

prva nagibnica g, i normala n druga nagibnica g, i normala n



54 3. Medusobni odnos tacke, prave i ravni

5.5.4. Prava paralelna sa ravni i obrnuto

Prava je paralelna sa ravni ako je paralelna bar sa jednom pravom koja je na toj ravni. Na
sl. 5.47 nacrtana je prava b koja je paralelna sa ravni f3 jer je paralelna sa pravom a koja je na
ravni 3. Prava b prolazi kroz tacku B koja je izvan ravni f3.

Isti uslov vazi i obrnuto: ravan je paralelna sa pravom ako je bar jedna prava na ravni
paralelna sa njom. Ravni a, 3 1y su paralelne sa zadatom pravom a (sl. 4.48) jer se na njima
nalazi prava b koja je paralelna sa pravom a. Kroz prvi prodor prave b (1') prolaze prvi tragovi
ravni o, B, 17,, a kroz drugi prodor (2") drugi tragovi ravni a,, 3, 1 v,.

z Z

0 0|
Y Y
S1. 5.47: Prava b paralelna sa ravni S1. 5.48: Ravni a, p, 1 y paralelne sa pravom a

Zadatak 5.26.

0(1;7). Kroz pravu a odredenu tatkama
A(2,5;2;1,5) 1 B(6,0;0,5) postaviti ravan 3
paralelnu sa pravom b koja prolazi kroz
tatke C(0;4;0) 1 D(2,5;0,5;2,5).

Kroz proizvoljnu ta¢ku na pravoj a, npr.
kroz tacku A nacrta se pomoc¢na prava b,
paralelna sa pravom b (sl. 5.49). Prodori
prava a i b, kroz H i V ravni odreduju
tragove ravni 3. Kako je prava b, paralelna
sa pravom b, a ravan [} prolazi kroz b,, tada
je ravan [} paralelna sa pravom b. Tacke B" i
1" su drugi prodori prava a i b, kroz koje
prolazi trag f3,. Tacka 2' je prvi prodor prave
b, 1 kroz nju i tacku By prolazi trag f3,.

Y

S1. 5.49: Ravan f paralelna sa pravom b
(Zadatak 5.26.)

5.6. UPRAVNE RAVNI

Jedna ravan je upravna na drugu ako ima bar jednu pravu koja je upravna na drugu ravan.
Na jednu datu ravan oo mozemo povuéi vise ravni tj, familiju ravni (pramen ravni) 3, y... koje
su upravne na nju. Ravni f3, y... su upravne na a zato Sto prolaze kroz pravu (normalu n,)
upravnu na ravan a (sl. 5.50 levo). Da bi se odredili tragovi ravni 3 i Y na proizvoljnom mestu
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(ako drugacije nije zadato) nacrtaju se projekcije normale n, na ravan a tako da je ny'Lla, 1
n,"La, 1 odrede njeni prodori kroz H 1 V ravni (tacke 1' i 2"). Kroz ove tacke prolaze prvi i
drugi tragovi ravni B 17.
Tragovi medusobno upravnih ravni ne projiciraju se u ortogonalnim projekcijama pod
pravim uglom, kada su u proizvoljnom poloZaju prema projekcijskim ravnima.
Z

Y,

S1. 5.50: Medusobno upravne ravni (f 1y _La)

Zadatak 5.27.

0(2;5). Kroz pravu a koja prolazi kroz tacke A(0;2;0,5) 1 B(3;0,5;2,5) nacrtati ravan o da
bude upravna na ravan 3(6;3;3,5).

Prostorni prikaz reSenja zadatka dat je na sl. 5.51 levo. Kroz jednu ta¢ku prave a (npr.
kroz tacku B) nacrta se normala n na ravan 3. Prava a i normala n (seku se u tacki B) daju
ravan a koja je upravna na ravan . Kroz odgovarajuée prodore prave a i normale n prolaze
odgovarajuci tragovi ravni a.. Kroz prve prodore, tacke 1' i 2' prolazi trag a,, a kroz drugi
prodor 3" i oy prolazi drugi trag a,.

S1. 5.51: Ravan a prolazi kroz pravu a i upravna je na ravan 3 (Zadatak 5.27.)
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Zadatak 5.28.

0(8;16). Data je ravan o(8;4;—6) i prava izvan nje taCkama A(1;0;0) 1 B(4;3;3). Kroz
pravu a postaviti ravan 3 upravno na o i odrediti njihov medusobni presek.

5.7. REZIME MEDUSOBNOG ODNOSA TACKE, PRAVE I RAVNI

Pregled medusobnih odnosa tacke, prave i ravni dat je u tabeli 5.1, kao i uslova koje
ispunjavaju projekcije tacke i1 prave i tragovi ravni u ortogonalnim projekcijama.

Tabela 5.1: Rezime medusobnog odnosa tacke, prave i ravni

Tacke A1Bipravaa

Tacka i tacka

Podudarne tacke'

AI :Bl, AH :BH’ AVH :BHI

Nepodudarne tacke’

AI¢B|’ A”iB"’ A"'iB"’

Tacka i prava

Tacka leZi na pravoj

AI na a" AH na a", AH' na al"

Tacka izvan prave

Sve projekcije tacke nisu na svim projekcijama prave.

Tacka i ravan

Tacka lezi na ravni

Tacka lezi na jednoj pravoj koja lezi na ravni.

Tacka izvan ravni

Tacka ne leZi ni na jednoj pravoj koja leZi na ravni.

Praveaib

Prava i prava

Podudarne prave

a':b' aH: b" aHV:blll
2 2

Nepodudarne prave

a‘i bl, a"¢ b"’ a"|¢ b"l

Prave se seku

Imaju zajednicku prese¢nu tacku.

Prave su paralelne

al// bY, all// b", al"// b"l

Prave se mimoilaze

Nemaju zajednicku preseénu tacku.

Prava i ravan

Prava leZi na ravni

Prodori prave kroz H, V i P ravni su na tragovima
ravni: 1' na a,, 2" na a,, 3" na o,.

Prava paralelna sa
ravni

Prava je paralelna sa pravom koja leZi na ravni

Prava izvan ravni

Prava normalna na ravan a'loy,a"la,, a"la,

Prava proizvoljna prema Prodire ravan u tacki P.

ravni

Ravan a i

Ravan i ravan

Podudarne ravni

a=By, =By, 0=B5

Nepodudarne ravni

o #B1, 0,#B,, 0#P;

Paralelne ravni

au// By, o/l Bs, 0/l Bs

Upravne ravni

Imaju zajedni¢ku pravu koja je normalna na ravni.

Proizvoljne ravni

Seku se po presecnici p.

! Podudarne tatke su one tacke koje leZe jedna na drugoj.
2 Nepodudarne take su one koje ne leZe jedna na drugoj.
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6. TRANSFORMACIJA

Ortogonalne projekcije prave (duZi) i ravni mogu biti deformisane (manje od stvarnih) ili
prave veli€ine, §to zavisi od njihovog poloZaja u odnosu na projekcijske ravni.

Na sl. 6.1 prikazan je jedan od polozaja prava a i b u prostoru i u paru ortogonalnih
projekcija nakon obaranja projekcijskih ravni. Prava a je paralelna sa V ravni (n,) stoga je a'
paralelna sa X, odnosno a" sa Z osom. Prava veli¢ina prave a vidi se u drugoj projekciji a"
(nacrtana linijom crta—tacka—crta, kako ¢e se u daljem tekstu oznacavati prava veli¢ina).

Prava b je paralelna sa V(m,) i

| P(m;) a upravna na H(m,) ravan.

. | Prva projekcija prave b' je
“.a" ;b" maksimalno deformisana (cela se
I projicira kao tacka). Prava

ol l % veli¢ina prave b vidi se u drugoj i

P,TE3

b," am’/ /,"L

tre¢oj projekciji jer je paralelana
Y sa drugom T, i treCom 7, ravni.

Prava a sa sl. 6.2 projicira se

u pravoj veli€ini u trecoj

Sl. 6.1: Projekcije a”, b"1b" su prave velicine pravaai  projekciji jer je paralelna sa

b, jersua//m,1b//n,17; treCcom projekcijskom ravni 7,, a

deformisana  (kraca) je na
z 7! projekcijama a'i a".

| Kada kruzna povr$ina lezi na
2\/1 a" ravni koja je u proizvoljnom

V<

polozaju sl. 6.3 sve tri projekcije
o 0] X ¢e biti deformisane kruZnice,
. odnosno projiciraée se u razli¢ito
spljostene elipse.

Y Prava veli¢ina kruZnice k sa sl.
6.4 projicirade se na ravan T, jer se
nalazi na ravni 3 paralelnoj sa m,,
SI. 6.2: Projekcija a" je prava velidina prave a, jer je a,/ 4ok €e se na ravni m; maksimalno
7, deformisati u duz koja je paralelna

sa osom X.

H,TC]/,/'

U]

k" z T \ k"
\ \ _

B~ , .
: '// - } n

T Y k'

W<

L,

SI. 6.3: Projekcije kruznice kada je u S 6.4: Druga projekcija kruznice k" je prava
proizvolinom poloZaju su elipse velicina (kruznica) jer je paralelna sa r,
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Sledeéi primer je trougao ABC koji je paralelan sa &, ravni, te se stoga u drugoj projekciji
projicira u duzZ paralelnu sa osom X, tako da prva projekcija predstavlja pravu veli¢inu (sl.
6.5).

Moze se izvesti zaklju€ak: DuZ (prava) i ravan projicira se u pravoj veli€ini na onoj
projekcijskoj ravni sa kojom je paralelna. Kada je duz ili ravan paralelna sa nekom od
projekcijskih ravni, tada je projekcija koja nije na toj ravni paralelna sa osom X, Y ili Z.

Delovi mas$ina (predmeti crtanja) su vrlo razli¢itog oblika i ne mogu se uvek postaviti
prema projekcijskim ravnima tako da se sve njegove povrsine i ivice vide u pravoj veli¢ini,
Sto je za potpuno razumevanje crteza neophodno. Na primer, sve tri projekcije kruZnog otvora
na kosoj povrSini predmeta (sl. 6.6) projiciraée se u elipse. Problem se ne moze resiti
postavljanjem predmeta u neki drugi poloZaj u odnosu na projekcijske ravni, jer ¢e se uvek
jedan od dva kruzna otvora projicirati kao elipsa ili duz.

Z
A" Bn Cn

AT T “<S>
T ~

O

/

Al ‘s~ “ /.
Y, ‘op
S1. 6.5: Prva pojekcija A'B'C' je prava S1. 6.6: Otvor na kosoj povrsini predmeta u
velicina trougla sve tri projekcije vidi se kao elipsa

Da bi se ovaj problem reSio treéa projekcijska ravan m, se pomera iz "standardnog”
(upravnog na T, i 1, ravan) u neki proizvoljan poloZaj, pod uslovom da je upravna na prvu T,
ili drugu =, projekcijsku ravan. Takvim pomeranjem ravan m; se dovodi u poloZaj da bude
paralelna sa kosim povrSinama predmeta. Pomeranje tree projekcijske ravni m, zove se
transformacija.

Na sl. 6.7 prikazana je transformacija ravni m; tako da je upravna na ravan mw,, a pod
nekim proizvoljnim uglom na m,. Linija po kojoj se seku ravni m, i m, naziva se osa
transformacije (ili krace osa) i oznadava se sa ,X,, a linija po kojoj se seku ravni w, i 7,
oznaCava se sa ;X;. Da bi se projekcijske ravni dovele na jednu ravan (ravan crtanja), kao 1
ranije, obaraju se ravni , i 7y tako da se poklope sa vertikalnom ravni m,: m, na dole oko ose
X,, a my; oko ose ;X5 na levu ili desnu stranu za 90°. Nakon obaranja, poloZaj ovako
postavljenih projekcijskih ravni prikazuje se samo sa osama , X, i ,X; (sl. 6.7 desno).

T2

T

3

- X
- 1432 )
P ™ | AV

n
X
S1. 6.7: Transformacija ravni rr; L r,: u prostoru, nakon obaranja i oznacavanje
osama /X, 1 ,X;

Druga moguénost za transformaciju profilne ravni m, jeste da bude upravna na m,, a pod
proizvoljnim uglom na =, ravan (sl. 6.8). Horizontalna projekcijska ravan obara se oko ose
X, na dole, a ravan 7, oko ose ,X; na levu ili desnu stranu, dok se ne poklope sa ravni 7,.
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Pomeranje treée projekcijske ravni m; u jednom ili drugom sluéaju je takvo da se
prilagodava povrSinama predmeta crtanja.
2X3
23 2X3
i)
L)

3 T3

- 1X2 IXZ
-
s . 1X2
1

e

S1. 6.8: Transformacija ravni rr; L r,: u prostoru, nakon obaranja i
oznacavanje osama X, 1 ,X;

6.1. TRANSFORMACIJA TACKE

PolozZaj tatke A u prostoru kada je ravan m, transformisana definisana je kao i do sada,
koordinatama, odnosno odstojanjima od H, V i P ravni. Ortogonalne projekcije tacke dobijaju
se pomocu projekcijskih zraka upravnih na ravni n;, 7, i w; (sl. 6.9). Nakon obaranja ravni,
projekcijski zraci (spone) su upravne na ose X, 1,X; (princip je isti kao kada ravan 7, nije bila
transformisana).

Prva i druga projekcija tacke odreduje se kao i ranije, pomocu zadatih koordinata, i uvek
su na zajednickoj vertikalnoj sponi, bez obzira na to kako je ravan m, transformisana, bilo da
je upravna na 7, ili 7, ravan.

Prva projekcija tacke A' je na y rastojanju (koordinata y) od ravni m, i od ose ,X,, druga
A" je na z rastojanju (koordinata z) od ravni T, i ose ,X,, a trea projekcija A" je na sponi iz
prve projekcije A' koja je upravna na osu ,X;. Rastojanje trece projekcije A" od ose ,X;je isto
kao i1 druge A" od ose ,X,, tj. na rastojanju z koordinate.

M/—‘&Q/A"i %Z

_Z T, A

S1. 6.9: Transformacija tacke A (ortogonalne projekcije tacke A
na transformisanu ravan 7; 1 )

Druga moguénost za transformaciju tacke je takva da je m, upravna na =, (sl. 6.10).
Polozaj prve i druge projekcije tatke A je isti kao u prethodnom slucaju. Treéa projekcija
tatke A" dobija se pomocu projekcijskog zraka upravnog na ravan m,, odnosno nalazi se na
sponi upravnoj na osu ,X; iz tacke A". Rastojanje trece projekcije od ose ,X; je jednako
rastojanju tacke A od ravni m,, odnosno na y rastojanju. Nakon obaranja projekcijskih ravni
druga A" i trea projekcija A" tatke A su na sponi koja je upravna na osu ,X,.
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1X2
Alll y

Ty

S1. 6.10: Transformacija tacke A (ortogonalne projekcije tacke A
na transformisanu ravan ; 1 1)

Moze se koristiti vise
transformacijskih ravni  m;,, m,...
zavisno od potrebe predmeta crtanja,
pod uslovom da je svaka nova ravan
upravna na prethodnu. Na sl. 6.11
prikazan je princip transformacije
tacke kada se koristi viSe ravni.
Svaka nova projekcija je povezana sa
prethodnom pomocu spone koja je
upravna na osu. Rastojanja projekcija
od osa odreduju se prema pravilu:
rastojanje nove projekcije od nove
ose transformacije isto je kao
rastojanje prethodne projekcije od
njene prethodne ose. Na primer nova
osa je ,X; a prethodna je X;, te je L,
rastojanje nove projekcije AY od nove
ose, isto kao i rastojanje prethodne

projekcije A' od prethodne ose.

S1. 6.11: Princip transformacije tacke; koriscenje
vise transformacijskih ravni

6.2. TRANSFORMACIJA PRAVE (DUZI) - PRAVA VELICINA PRAVE (DUZI)

Za odredivanje prave veli¢ine prave (duZzi) postavi se treca projekcijska ravan m,
paralelno sa pravom a, na nekom proizvoljnom rastojanju od prave a i da je pri tome upravna
na ravan T, ili m,.

Na sl. 6.12 paralelno sa pravom a postavljena je transformacijska ravan mt; koja je upravna
na w,. U ovom slucaju, osa X; po kojoj se seku ravni m, i m,;, paralelna je sa prvom
projekcijom prave a' (;X,// a'). Nakon obaranja, ravan mt, zajedno sam, ¢e biti ispod ravni ,.

Treca ortogonalna projekcija tacke A"™ dobija se pomoc¢u spone iz prve A' upravne na
ravan 7,, odnosno upravne na osu ;X; na rastojanju z, od nje (sl. 6.13).

Na isti nacin se odredi i treca projekcija B" tacke B. Treca projekcija prave a" dobija se
spajanjem trecih projekcija tacaka A", B". PoSto je prava paralelna sa treCom projekcijskom
ravni, trea projekcija a" je prava veli¢ina prave (a"=a°). Oznaka “°” ¢e se koristiti za
oznacavanje projekcija u kojima se vidi prava veli¢ina. Ugao izmedu treée projekcije a"=a° i

"



6. Transformacija 61

ose | X, je prava vrednost nagibnog ugla ¢,° prave a prema horizontalnici.
B"

| 2
3 [ -~ %)
|~ X
g A X2
—— = 193
-7 a —
I/ - m 2 Q{B
111
3

Bm:BO

S1. 6.12: Princip transformacije duzi kada je ;1 r, S1. 6.13: Odredivanje prave veli¢ine
dizi A°B°=a’ transformacijom (7,1 r,)

Treéa projekcijska ravan m; mozZe se postaviti kroz samu pravu a (a ne na nekom
rastojanju od nje) i tada ¢e se osa ;X; podudarati sa prvom projekcijom a' (sl. 6.14). Trece
projekcije tataka A™, B" mogu se dobiti na osnovu razlike z koordinata ta¢aka A i B (Az). Iz
jedne tacke, npr. B nacrta se spona upravna na osu ,X; i na nju se nanese Az $to odreduje
tacku B"'=B°. Tre¢a projekcija tatke A poklapa se sa prvom i oborenom, A'=A"=A° (sl. 6.14
levo). Kada ravan m, prolazi kroz pravu (duz) osa ,X; moze da se ne oznaci, ¢ime se
maksimalno smanjuju oznake na crtezu (sl. 6.14 desno). Na ovaj na¢in dobijen je trougao
pravih veli¢ina u kojem se vidi prava a, njen nagibni ugao prema H ravni 1 razlika koordinata
Az taaka A 1 B u pravoj veli¢ini (a°, ¢,,°, Az).

B" B"

Az
Az

1X2

A'=A'"=A° A'=A'"=A°

Bm:BO Bm:BO

S1. 6.14.: Odredivanje prave velicine duzi A °B°=a® transformacijom (7;Lx,)
sa i bez oznacavanja osa (trougao pravih veli¢ina)

Prava veli¢ina prave (duzi) moZe se odrediti tako da se ravan 7w, postavi upravno na ravan
T, 1 da bude paralelna sa pravom a na nekom proizvoljnom rastojanju od nje (sl. 6.15). Tada
¢e osa ,X; po kojoj se seku ravni 7, 1 T, biti paralelna sa drugom projekcijom prave a". Ravan
7, se obara oko ose ,X; na gore dok se ne dovede u vertikalnu ravan m,.

Trece projekcije tacaka A™ 1 B"™ dobijaju se na osnovu y koordinata y, 1 yg 1 treca
projekcija predstavlja pravu veli¢inu duzi a°, odnosno a"=a°® (sl. 6.16). Ugao izmedu prave
veli¢ine a° prave a i ose ,X; je prava veli¢ina nagibnog ugla ¢,° prave a prema V ravni. Kada
se ravan m, postavi tako da prolazi kroz samu pravu a, tada se osa ,X; poklapa sa a" i ne
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oznacava se (sl. 6.16 desno). Na taj nacin se dobija trougao pravih veli¢ina u kojem se u
pravoj veli¢ini vidi prava a, njen nagibni ugao prema V ravni i razlika koordinata Ay tac¢aka A

1B (a° ¢° Ay).

A!

3

I

ﬁ‘z/w

TC
2 1X2

B u:B m:Bo

Av

S1. 6.16: Odredivanje prave velicine duzi A °B°=a° transformacijom (7, Lx.),
sa i bez oznacavanja osa (trougao pravih veli¢ina)

6.2.1. Odredivanje projekcija duZi kada je zadata prava veliina (transformacijom)

Postupak je obrnut od sluéaja odredivanja prave veli¢ine duzi kada su zadate njene
projekcije. Neka je zadata duz a sa tackama A(1;1;2) 1 B(3,5;7;0,5) ¢ija prava veli¢ina treba da

A=A

je A°B°=4 cm. Treba odrediti prvu projekciju duzi
a', odnosno B'.

Prema zadatim koordinatama tataka A 1 B
nacrta se druga projekcija duzi a" i prva projekcija
tatke A' (sl. 16.17). Nepoznata je prva projekcija a',
odnosno B'. Na osnovu zadatih podataka nacrta se
trougao pravih veli¢ina u drugoj projekciji na
slede¢i nacin. Iz jedne tacke druge projekcije (npr.
B") povude se linija upravna na a". Sestarom otvora
R=a°=A°B°=4 cm iz tacke A" zaseCe se normala
podignuta iz tacke B" i dobija se B°, odnosno
trougao pravih veli¢ina i razlika koordinata Ay
tataka A'B'. Dobijena vrednost Ay se nanese na
sponu koja prolazi kroz tacku B" (kako je pokazano
na sl. 6.17) 1 dobija se prva projekcija tacke B', a na
taj nacin i nepoznata prva projekcija duzi a'.

S1. 6.17: Odredivanje prve projekcije duzi a' kada
Jje zadata prava velicina A°B°=a°=4 cm
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Neka je zadata duz b sa tatkama C(1;2;2) i D(3;0,5;?) i njena prava veli¢ina CD=3 cm
treba odrediti projekcije duZi. Prema zadatim podacima odredi se b' 1 C" (sl. 6.18). Nacrta se
trougao pravih veli¢ina u prvoj projekciji na sledeéi na¢in. Iz tacke C' nacrta se linija upravna
na b', a pomocu Sestara otvora R=3 cm iz tacke D' dobija se C° i tako odreduje razlika Az
koordinata tacaka D" 1 C".

Kada se Zeli odrediti projekcija tacke na duzi na nekom zadatom rastojanju, npr. tacke C
na duZi AB na rastojanju A°C°=2 cm, postupak je sledeci. Odredi se trougao pravih veli¢ina i
dobije a°, odnosno A°B° (sl. 6.19). Na duzi A°B° od tacke A° nanese se duz A°C°=2 cm i
dobije se tacka C° od koje se upravno na a", dobija C", a zatim se sponom do a' dobija C'.

Z
Cll
Z
Q" Y
Y \/%o\w* 777‘ Y
BY

SI. 6.18: Odredivanje druge projekcije duzi (b") SI. 6.19: Odredivanje tacke C na duzi
kada je zadata prava velicina C°D° AB na zadatom rastojanju A °C°=2 cm

6.2.2. Najkrace rastojanje izmedu prave i tatke postupkom transformacije

Najkraée rastojanje izmedu prave i tacke je ono koje se dobija povladenjem normale iz
ta¢ke na pravu. Medutim, to rastojanje u projekcijama se ne vidi pod pravim uglom. Stoga je
potrebno tako postaviti transformacijske ravni da se 1 prava projicira kao tacka. Tada e, u toj
projekeiji, svako rastojanje izmedu tacke i prave biti isto, pa i najkrace.

Postavi se ravan m, upravno na m, paralelno pravoj a, te ¢e osa ,X; biti paralelna sa a'.
Pomocu z koordinata tacaka A i B (z,) odredi se A" i B", §to predstavlja pravu veli¢inu te
duZi (sl. 6.20). Slede¢a projekcijska ravan m, treba da je upravna na m, i tre€u projekciju prave
a". Cetvrta projekcija prave a'" projicira se kao tatka. Najkraée rastojanje izmedu prave i
tatke projicira se u &etvrtoj projekciji A"VC" i oznafeno je sa L°. Kada se kaZe najkrace
rastojanje, podrazumevace se prava veli¢ina najkraceg rastojanja.

6.2.3. Crtanje medusobno upravnih prava postupkom transformacije

Kada su prave u proizvoljnom polozaju prema projekcijskim ravnima, a medusobno su
upravne, u ortogonalnim projekcijama se prav ugao izmedu njih projicira deformisano,
odnosno ne vidi se kao prav ugao (90°). Prav ugao izmedu medusobno upravnih prava vidi se
kada se jedna od njih vidi u pravoj veli¢ini. Stoga je potrebno jednu od prava, postupkom
transformacije dovesti u polozaj da se vidi u pravoj veli€ini, jer ¢e se u toj projekciji prav
ugao izmedu njih videti nedeformisan. Neka je data prava a sa tatkama A i B. Treba nacrtati
pravu b koja prolazi kroz ta¢ku C 1 da je upravna na pravu a. Postavi se ravan transformacije
7, Cija je osa ,X; paralelna sa prvom projekcijom a' prave a (sl. 6.21). Treca projekcija a™
prave a je njena prava veli¢ina, tj. a"=a°. Iz tacke C"' spusti se normala na a"' 1 u preseku sa a"'
dobija se treca projekcija D™ tacke D. Tacke C 1 D odreduju pravu b koja je upravna na pravu
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a. Tacka D je tacka u kojoj se seku prave a i b, te pomocu spona iz tatke D" do a' i a" dobijaju
se projekcije D'1 D".

SI. 6.20: Najkrace rastojanje L ° tacke C
od prave a postupkom transformacije S1. 6.21: Crtanje prave b upravne na pravu a

6.2.4. Najkrace rastojanje izmedu paralelnih prava
postupkom transformacije

Najkrace rastojanje izmedu dve paralelne prave
dobija se tako Sto se iz jedne tacke na pravoj podigne
normala na drugu pravu. U ortogonalnim projekcijama to
rastojanje se ne vidi pod pravim uglom niti njegova prava
veli¢ina. Stoga se transformacijske ravni postavljaju tako
da se, u jednoj od projekcija, obe prave projiciraju kao
tacke, tada ¢e se u toj projekciji videti prava veli¢ina
najkraceg rastojanja dve paralelne prave.

Neka je zadata prava a sa tackama A(1;2;1,5) 1
B(3;0,5;0,5) 1 njoj paralelna prava b kroz tacku
C(2;2,5;2). Treba da se odredi najkraée rastojanje izmedu
prava a i b. Postavi se transformacijska ravan mt; paralelno
sapravamaaib (,X;// a", b") i zatim ravan m, upravno na
trecu projekciju prava (;X, L a"™, b"). Na taj nacin ¢e se
prave u &etvrtoj projekciji A" i C'Y projicirati kao tacke,
gde ¢e sva rastojanja, pa i najkraée biti izmedu A" i C",
odnosno L° (sl. 6.22).

SI. 6.22: Najkrace rastojanje L ° izmedu paralelnih
prava a 1 b postupkom transformacije
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6.2.5. Najkrace rastojanje izmedu mimoilaznih prava i ugla izmedu njih,
postupkom transformacije

Po definiciji, najkraée rastojanje izmedu dveju mimoilaznih prava dobija se tako §to se iz
proizvoljne tacke na jednoj pravoj povuce pomoéna prava koja je paralelna sa drugom
pravom. Prva i pomoc¢na prava obrazuju pomo¢nu ravan. SpuStanjem normale iz proizvoljne
tacke sa druge prave na pomoc¢nu ravan, dobija se prodor normale kroz pomoénu ravan. Prava
veliina rastojanja izmedu proizvoljne tacke na drugoj pravi i prodora normale kroz pomoénu
ravan, predstavlja najkrade rastojanje izmedu mimoilaznih prava. Odredivanje najkraceg
rastojanja izmedu mimoilaznih prava po ovoj definiciji je “komplikovano”.

Postupak odredivanja najkraceg rastojanja izmedu mimoilaznih prava transformacijom
jednostavnije je 1 svodi se na to da se postavljanjem projekcijskih ravni m dobiju projekcije
prava tako da se jedna od njih projicira kao tacka. Prava veli¢ina ugla izmecu ovih prava
videée se u onoj projekciji gde se obe prave projiciraju u pravoj veli¢ini.

Neka je zadata prava a sa tackama A(1;1;2) i B(4;2,5;1,5) 1 prava b sa takama
C(1;0,5;0,5) 1 D(4;1;1,5) koje se mimoilaze. Treba odrediti pravu veli¢inu najkradeg
rastojanja i ugla izmedu prava aib.

Postavi se ravan m, paralelno sa pravom a (;X; je paralelno sa a') i nacrtaju trece
projekcije prava u kojoj se prava a vidi u pravoj veli€ini, a"=a° (sl. 6.23). Zatim se postavi
ravan 1, upravno na a" (;X,,la") gde se u Cetvrtoj projekciji prava a projicira kao tacka.
Spustanjem normale iz a" do projekcije b" dobija se L°, $to predstavlja pravu veli¢inu
najkraceg rastojanja izmedu mimoilaznih prava. Postavljanjem ravni 75 paralelno sa ¢etvrtom
projekcijom prave b" (,X, / b") obe prave ¢e se projicirati u pravoj veli¢ini kao i ugao
izmedu njih @°.

BV A"
Q
DY

a"

B"=D"
\@o
S\

S1. 6.23: Najkrace rastojanje
L°iugao ¢°izmedu
mimoilaznih prava a i b
postupkom transformacije

6.3. TRANSFORMACIJA RAVNI

Za odredivanje traga ravni na transformacijskoj ravni © koristi se prava na ravni bilo
proizvoljna ili specijalna (sutraznjice), s obzirom na to da se njihovi prodori nalaze na
tragovima ravni. Projekcijska ravan © moze da bude u proizvoljnom poloZaju prema ravni ili
upravna na zadatu ravan, odnosno upravna na prvi ili drugi trag ravni, §to se pri reSavanju
zadataka, uglavnom koristi.

Na sl. 6.24 prikazana je transformacija ravni 3 koriS¢enjem ravni 1, koja je upravna na m,
1 na prvi trag P, koriste¢i horizontalu h kroz tatku A. Tacka A se nalazi na ravni . Na
proizvoljnom rastojanju povuce se osa ,X; upravno na ;i u preseku sa 3, dobija se osni trag
B,x;. Pomocu z koordinate tacke A (z,) odredi se treca projekcija tacke 1 horizontale A"'=h"".
Kako je projekcijska ravan m; upravna na m, sve $to se na njoj nalazi projicira se na tragu B;,
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tako da se spajanjem A" i 3,4; dobija trag ;. Ugao izmedu ose ,X; i traga [3; predstavlja pravu
veli¢inu nagibnog ugla ravni § prema H ravni (gp,°). Prava veli¢ina ravni 3 1 svega onog Sto
na njoj lezi dobija se na ravni m, koja je paralelna sa ravni B1 sa tre¢im tragom [3;, odnosno na
etvrtoj projekceiji (h'Y=h°). Osa ;X, je paralelna sa tragom f3,.

Transformacija ravni 3 moZe se dobiti 1 postavljanjem ravni m; upravne na ravan 7, i na
trag [3, koriste¢i frontalu f kroz tac¢ku B koja se nalazi na ravni 3. Osa ,X, je upravna na 3, 1 f",
koja u preseku sa 3, daje osni trag B,y; (sl. 6.25). Trag B; prolazi kroz tacke B" i B,y;. Prava
veli¢ina ravni 3 1 svega onog S§to na njoj leZi dobija se na ravni «t, koja je paralelna sa ravni 3 i
sa tre¢im tragom P, odnosno u &etvrtoj projekciji (f¥=1°). Osa ;X, je paralelna sa tragom f3,.
Ugao izmedu ose ,X; i traga B3; je prava veli¢ina nagibnog ugla @p,° ravni f prema V ravni.

oV
f[Vi
1 éBIV

A
1X2 ®oo2W 7

X, AM=h"T

— e \“.y B]X?
><““ 511V
i 5 AlV
hlV:'
CI) zlv
S1. 6.24: Transformacija ravni [ zadate S1. 6.25: Transformacija ravni [ zadate
tragovima (7yLf,) tragovima (7;Lf,)

6.3.1. Transformacija ravni
zadate ta¢kama

B Kada je ravan zadata sa tri

nekolinearne tacke A, Bi C 1 Zeli
X, se odrediti prava veliina

transformacijom, bez

odredivanja  tragova  ravni
B' " trougla, postavi se ravan m,
upravna na 7, i ravan trougla,
odnosno upravna na horizontalu
h. Odredi se horizontala h i
nacrta osa ;X; upravno na prvu
_ projekcuiju horizontale h'
! pa ((X5Lh)  (sl.  6.26). Treca

\ /,//’ 7 N . . e .
L pTOJek(:vlja trougla Se projicira
3 e kao duz. Postavi se sledeéa ravan
)/ B
B>=BVo* n, paralelno sa  treCom

S1. 6.26: Transformacija ravni zadate
tackama ABC (prava velicina trougla
postupkom transformacije)

projekcijom trougla i dobijena
Cetvrta projekcija predstavlja
pravu veli¢inu trougla.
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6.3.2. Transformacija pravilnih geometrijskih tela

Pravilna geometrijska tela sastoje se iz povrSina (ravni) ogranifenih tatkama kao
rogljevima tela. Pri crtanju tela koriste se isti principi i postupci kao 1 pri crtanju tacke, prave i
v 7\ ravni. Pogodnost kori$¢enja
transformacijskih  projekcijskih ravni
7 narocito dolazi do izraZaja pri crtanju
S~ AY, tela. Na slici 6.27. nacrtana je pravilna
A prava Cetvorostrana piramida ¢&iji je
A" bazis ABCD paralelan sa H ravni.
! Pored prve i1 druge projekcije date su
3X4 treca, Cetvrta i peta, koristeéi ose ,Xs,
;X4 1 ,X; transformacijskih ravni =, m,
1 ms. Na ovaj nain piramida je
prikazana iz viSe uglova, §to mozZe biti
A pogodnije 1 jasnije Sirem krugu
korisnika. Kako ose proizvoljno
biramo imamo  moguénost da
v prikaZemo telo iz onog ugla koji je
najpogodniji, $to zavisi od tela, vrste

A 1X5 crteZa 1 korisnika crteza.

Vll \

1X2 A

>

S1. 6.27: Transformacija etvorostrane prave piramide

Z Zadatak 6.1.

0(6;5). Data je ravan
B(7;5:;4) i tacka
A(1,5;3,5;7) na njoj. Tacka
A je teme kvadrata koji
lezi na ravni . Nacrtati
ortogonalne projekcije
kvadrata stranice a=2,5 cm
tako da je ivica AB
1~ X, paralelna sa H ravni.

Kroz prvu projekciju
tatke A' povuce se prva
projekcija horizontale h'
(sl. 6.28). Na osnovu
drugog prodora horizontale
1" nacrta se h" na kojoj se
nalazi A". Kako se na h'
vidi prava veli¢ina (h je
paralelna sa H ravni) od
tatke A' nanese se stranica
kvadrata od 2,5 cm i dobija
tacka B'. Da bi se odredile
ostale tacke kvadrata treba
postaviti ravan
transformacije 7 tako da se

SI. 6.28: Prava velic¢ina kvadrata postupkom transformacije kva.(vl?aF vidi u  pravoj
(Zadatak 6.1) veli¢ini.

Dn C"ﬁ
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Stoga se koristi ravan 7, koja je upravna na 7, i na trag 3, (osa ,X; je upravna na h') i odredi
tre¢i trag ravni P;. Tre¢a projekcija kvadrata projicirace se na tragu 3, kao duz i to tako da se
poklope tacke A"=B" i C"=D". Ivica kvadrata A"'D" videée se u pravoj veli¢ini, odnosno
A"'D"=2,5 cm. Postavi se nova ravan w, tako da prolazi kroz treéu projekciju kvadrata, tj.
X,=B.. Cetvrta projekcija je prava veli¢ina kvadrata. Prva projekcija tadaka D' i C' dobija se
pomocu spone iz D"=C" koja je upravna na osu ,X; na rastojanju koje je dobijeno u Cetvrtoj
projekciji. Za tacku C to je rastojanje x,.

Zadatak 6.2.

0(4;7). Data je ravan sa tri tacke A(0,5;1,5;2,5), B(2,5;2,5;0) 1 C(4;0,5;1,5). Odrediti
pravu vrednost najkraceg rastojanja tatke D(3,5;3;3) od ravni trougla.
- Najkrade rastojanje tatke D od ravni

\n .

N trougla dobie se kada se kroz tacku D
[N spusti normala n na trougao. Tac¢ka prodora
IS“ normale kroz trougao, tatka P i tacka D

daju najkrace rastojanje L.

Zadatak se reSava tako §to se postavi
ravan transformacije m; na kojoj e se
trougao projicirati kao duz. U toj projekciji
¢e se videti 1 ugao od 90° u pravoj veli¢ini
izmedu normale n i ravni trougla.

Zbog toga se koristi ravan 7, ¢ija je osa
,X; upravna na frontalu u drugoj projekciji
f". Iz taCke D" spusti se normala n"' i dobija
tacka prodora P" (sl. 6.29), a samim tim i

X, prava veli¢ina najkraceg rastojanja L°.

\

S1. 6.29: Odredivanje najkraceg rastojanje L° izmedu
tacke D i trougla ABC (Zadatak 6.2.)

Zadatak 6.3.

0(6;7). Odrediti presek dveju ravni zadati sa po tri tatke. Prva ravan je zadata tackama
A(0,5;2;4,5), B(3;3,5;0,5) 1 C(5;1;2), a druga tackama D(1,5;0,5;2), E(2,5;4;0) 1 F(4;0,5;4).

Jedan od nacina reSavanja ovakvih zadataka objaSnjen je u poglavlju 5, sl. 5.37. Zadatak
se moze resiti i postupkom transformacije. Treba odabrati ravni transformacije tako da se
jedan od trouglova projicira kao duz. Zbog toga se koristi ravan transformacije m, koja je
upravna na trougao ABC, tj nacrta se osa ,X; upravna na drugu projekciju frontale ' (sl.
6.30). Na taj nacin se trougao ABC u trecoj projekciji vidi kao duZ i vide se tacke presecnice,
tatke 2" 1 3"'. Tacka 2 je na duZi DF, a tacka 3 na duzi EF. Odredivanjem tacaka prese¢nice u
drugoj 1 prvoj projekciji dobija se presek zadata dva trougla.
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1X2

S1. 6.30: Odredivanje preseka dva trougla postupkom transformacije (Zadatak 6.3.)

Zadatak 6.4.
0(2;6). Odrediti pravu veli¢inu duzi A(2;1;3) B(5;4;1) 1 njene nagibne uglove prema Hi V
ravni.

Zadatak 6.5.
0(1;5). Odrediti pravu vrednost najkraéeg rastojanja izmedu paralelnih prava aib. Prava a
prolazi kroz tacke A(2;3;1) i B(6;1;4), a prava b kroz tacku C(4;0;1).

Zadatak 6.6.

0(10;7). Odrediti pravu veli¢inu trougla A(1;33;0), B(4;5;4) 1 C(7;1;2) 1 njegov nagibni
ugao prema ravni H. Naci najkrace rastojanje tacke D(2;1,5;5) od ravni trougla. Zadatak resiti
bez crtanja tragova ravni trougla koriste¢i osu transformacije ,X; i X, kroz tacku E(—

0,5;2,5;0).

Zadatak 6.7.

0(5;6). Nacrtati par ortogonalnih projekcija kvadrata A, B(3,5;3), C i D. Dijagonala AC
pripada pravoj m koja prolazi kroz tatke M(5,5;2,5;4) 1 N(8;5,5;0). Zadatak resSiti bez crtanja
tragova ravni trougla, koriste¢i osu transformacije kroz tacku L(0;0;0).

Zadatak 6.8.
0(6;7). Odrediti presek ravni zadate tackama A(1;3;6), B(8;2;3) i C(5;6;0,5) i ravni sa
tatkama D(2;1;3), E(7;1;6) 1 F(4;7;1). Osu transformacije ,X; postaviti kroz tacku G(0;2;0).
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7. ROTACIJA

Rotacija je postupak kojim se tacka, prava ili ravan obrtanjem oko ose rotacije dovode u
poloZzaj da budu paralelni sa projekcijskim ravnima, kako bi se na tim projekcijskim ravnima
projicirali u pravoj veli¢ini. To je, osim transformacije, jo§ jedan postupak za odredivanje
pravih veli¢ina.

7.1. ROTACIJA TACKE

Tacka se moZe rotirati oko ose o koja je proizvoljno postavljena prema projekcijskim
ravnima, medutim zbog jednostavnijeg reSavanja zadataka usvaja se da osa rotacije o bude
upravna na H ili V ravan.

Ako je osa rotacije upravna na H ravan njena prva projekcija o' ¢e biti tacka, a druga o" ¢e
biti paralelna sa osom Z (sl. 7.1). Tacka A se zarotira oko ose rotacije o za neki ugao ¢. Pri
tome ¢e krug rotacije biti paralelan sa H ravni. 1z prve projekcije ose rotacije o' Sestarom se
zarotira tacka A' za ugao ¢ i dobija se prva projekcija zarotirane (oborene) tacke A (A°'). Pri
tome se tacka A' pomerila po luku rotacije A'A°'. Druga projekcija luka rotacije je duz A"A°"
koja je paralelna sa osom X. Prva A° i druga A°" projekcija zarotirane tatke A su na
zajednickoj vertikalnoj sponi.

Ako je osa rotacije upravna na V ravan tada se njena druga projekcija o" projicira kao
tacka, a prva o' paralelna je sa Y osom. Tada je krug rotacije tatke A paralelan sa V ravni, a
njegova prva projekcija je paralelna sa osom X. Iz tacke o" Sestarom se zarotira tacka A" u
polozaj definisan uglom rotacije ¢ i dobija zarotirana A°" druga projekcija tacke A (sl. 7.2).
Luk rotacije u prvoj projekciji je duz A'A® paralelna sa osom X. Prva A°' i druga A°"
projekcija zarotirane tacke A su na zajednickoj vertikalnoj sponi.

7 o" T
A"O ; ) o A, " Z //,/‘ /p IAO n
A" / /
6 P _— \/,
0'a X L
/ ’ \ "
I 1°
— — -—
_ 0 X
Al O\
Y \\\ . \\‘ o 10 | !
~ 7/0 A Y A'° : o ©A
S1. 7.1: Rotacrja tacke A oko ose o S1. 7.2: Rotacija tacke A oko ose o
koja je upravna na H ravan koja je upravna na V ravan

7.2. ROTACIJA PRAVE (DUZI) —- PRAVA VELICINA PRAVE (DUZI)

Kroz jednu tacku duZi postavi se osa rotacije tako da je upravna na horizontalnu ili
vertikalnu ravan. Na sl. 7.3 usvojena je osa o upravna na H ravan, koja prolazi kroz tacku A i
stoga se prva projekcija ose rotacije o' vidi kao tacka, A'=0'. Prava a (duz AB) rotira se oko
ose o (takode, i oko tacke A) po kruznici za onu vrednost ugla rotacije ¢, da se dovede u
polozaj paralelan sa V ravni, tj. da prva projekcija prave a' bude paralelna sa osom X, a'//X
(sl. 7.3 levo), pri Cemu se tacka B' rotacijom dovodi u polozaj B°'. Krug rotacije je paralelan
sa H ravni, a njegova prva projekcija (tacke A', B', B°') je prava veli¢ina. Duz A'B' je
polupreénik kruga rotacije. U drugoj projekciji krug rotacije je duz paralelna sa osom X i
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prolazi kroz tatku B" pos$to se ona rotira. Druga projekcija oborene tatke B°" je u preseku
spone iz njene prve projekcije i druge projekcije luka rotacije. Prava veli¢ina a° prave a dobija
se u drugoj projekciji jer se prava a rotacijom dovela u polozaj paralelan sa V ravni. Tacka A
je nakon rotacije ostala na istom mestu A"=A°, te je A"B°"=a°. Nagibni ugao prave a prema
horizontalnoj ravni @° je ugao izmedu a° i druge projekcije kruga rotacije (B"B°").

Ugao rotacije ¢ je proizvoljan, na jednu ili drugu stranu, zavisno od preglednosti crteza.
Na istom primeru (sl. 7.3 desno) odredena je prava veli¢ina prave a rotacijom na suprotnu
stranu. Dobija se ista prava veli¢ina a° prave a i njen ugao ¢,° prema H ravni.

A'=0'

S1. 7.3: Rotacija prave a (duzi AB) oko ose o L na H ravan, na jednu ili
drugu stranu (odredivanje prave velicine prave (duzi) rotacijom)

Na sl. 7.4 prikazana je rotacija prave a oko ose rotacije o koja je upravna na V ravan, i
prolazi kroz tacku A, dok se ne dovede u polozaj paralelan sa H ravni. Tacka B se rotira sve
dok se druga projekcija prave a" ne dovede u polozaj paralelan sa osom X (Sto je pokazatelj
da je prava a paralelna sa H ravni) svejedno da li na jednu ili drugu stranu. Krug rotacije je
paralelan sa V ravni tako da je njegova prva projekcija paralelna sa osom X, a druga
projekcija kruga rotacije A"B"B°" se vidi u pravoj veli¢ini.

B°n

B'6—

S1. 7.4: Rotacija prave a (duzi AB) oko ose o L na V ravan, na jednu ili
drugu stranu (odredivanje prave velic¢ine prave (duZzi) rotacijom)
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U preseku spone iz druge zarotirane projekcije B°" i kruga rotacije u prvoj projekciji
(linjja paralelna sa osom X kroz tacku B') dobija se prva projekcija zarotirane tacke B°'.
Tacke B®' i A' daju pravu veli¢inu a° prave a, kao 1 pravu veli¢inu nagibnog ugla ¢,° koji

prava a zaklapa sa V ravni.

Ima viSe moguénosti za rotaciju duZi: oko jedne ili druge njene tacke i oko ose o upravne
na H ili V ravan. Prakti¢no, rotacija duZi se svodi na to da se prva ili druga njena projekcija,
rotacijom oko jedne od ta¢aka, dovedu u polozaj paralelan sa osom X (sl. 7.5).

M

S1. 7.5: Mogucnosti za rotaciju prave (duzi)
(odredivanje prave velicine prave (duzi))

Jedna od moguénosti je ta da se u preseku
vertikalne linije iz A' i1 horizontalne iz B'
dobije tacka (oznacena sa 1) od koje se na
jednu ili drugu stranu po horizontalnoj liniji
(krugu rotacije) nanese duZina druge
projekcije (a") i dobija tacka B°, koja sa A’
daje pravu veli¢inu duzi (a°=A'B°).

Sledeca prikazana moguénost je da se na
drugoj projekciji iz tacke 2, koja je dobijena u
preseku vertikalne linije iz A" 1 horizontalne iz
B", nanese po horizontalnoj liniji (krugu
rotacije) vrednost prve projekcije a', te tako
dobijena tacka B° 1 tatka A" daju pravu
veli¢inu duzi a°=B°A". Zavisno od prostora i
preglednosti crteza moze se rotirati duz oko
taCke B, odnosno moze se vrednost duZzi iz

prve projekcije a' naneti i iz tatke 3 po
horizontalnoj liniji gde se dobija A°. Tacke
B" 1 A° takode, daju pravu veli¢inu
a°=B"A°.

7.2.1. Odredivanje projekcija duzi kada je zadata prava veli¢ina (rotacijom)

Problem se obrnuto postavlja: da se odrede projekcije duZi ako je poznata njena prava
veli¢ina. Neka za duz zadatu tackama A(1;1;0,5) i B(3,5;?;2,5) treba da se odredi prva

cm.

Prema zadatim koordinatama nacrta se
druga projekcija duzi A"B" i prva projekcija
tacke A', dok je B' nepoznato (sl. 7.6). 1z
tacke B" Sestarom otvora R=4 cm nacrta se
luk koji u preseku sa horizontalnom linijom
iz tacke A" (kruga rotacije) daje A°, tako da
duz A°B" predstavlja pravu vrednost duZi

projekcija, ako je njena prava veli¢ina A°B°=4
7 R=4 cm N
4\_(\9o§ s"“
4012] /
S
a' Cf
ol z
Y

S1. 7.6: Odredivanje projekcije duzi A'B’
ako je poznata prava velicina A°B°=4 cm 1
A" B" postupkom ratacije

A°B°=4 cm. Na taj na¢in se dobija vrednost
prve projekcije duZzi a' (duz 1A°). 1z prve
projekcije tacke A' Sestarom otvora R=a'
nacrta se luk koji sa presekom vertikalne
spone iz tacke B" daje B', ¢ime je odredena
prva projekcija duZi a'.

Sledeéi primer je da se na duzi b koja je
zadata tackama C(0,5;1;0,5) 1 D(3,5;2,5;1,5)
odrede projekcije tatke E koja se nalazi na
pravoj b na 2 cm od tacke C.
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Zl D" Prema zadatim koordinatama taCaka
nacrtaju se prva i druga projekcija duzi i
N E" odredi prava veli¢ina rotacijom, npr.
rotacijom tacke C oko D (sl. 7.7). 1z tacke
c" C' povuCe se horizontalna, a iz D'
X vertikalna linija koje u preseku daju tacku
~ 1 od koje se po horizontalnoj liniji nanese
b" ‘ vrednost duzi iz druge projekcije b".
ACO Dobijene tacke C° i D' odreduju pravu
" veli¢inu duzu b°. Od tacke C° po pravoj
,Qf veli¢ini duZi nanese se 2 cm i dobija tacka
E° odakle se horizontalnom linijom do b’
/ dobija E', a pomocu spone do b" i druga
' projekcija E" tacke E.

S}

Y

S1. 7.7: Odredivanje projekcija tacke E na pravoj
b, ako je poznata prava velicina C°E°=2 cm

7.3. OBARANIJE (ROTACIJA) RAVNI

Postupak je isti kao i1 kod rotacije prave. Treba obaranjem (rotiranjem) za odredeni ugao
dovesti ravan u polozaj da legne na H ili V projekcijsku ravan ili da bude sa njima paralelna.
Ravan se obara (rotira) oko prvog ili drugog traga ili oko horizontale ili fronale. Oborena
ravan se dobija obaranjem tacke ili proizvoljne prave na njoj ili pomocu njenih sutraznjica.

7.3.1. Obaranje (rotacija) ravni oko prvog traga

Ravan se zarotira za neki potreban ugao oko prvog traga P, sve dok se ne obori na
horizontalnu ravan (da legne na nju), pri ¢emu se obara drugi trag 3,. Prvi oboreni trag ,° se
poklapa sa prvim tragom 3, (B,=B,°), tako da se oba oborena traga 3,° i 3,° nalaze na H ravni
(sl. 7.8). Tragovi ravni se vide u pravoj veli€ini jer leZe na projekcijskim ravnima. Stoga se iz
osnog traga B,=P° Sestarom otvora R=f,1 “prenese” po luku tatka 1 dok ne legne na H ravan
1 dobije 1°. Tacke B4°1° daju oboreni drugi trag ,° na kojem se nalaze sve oborene tacke
drugog traga (na primer ,°). Sve $to se nalazi na ravni 3 u oborenom poloZaju vidi se u
pravoj veli¢ini, odnosno deo te oborene ravni je izmedu tragova 3,1 3,°.

Dobijanje drugog oborenog traga [3,° ravni [3, u paru ortogonalnih projekcija prikazano je
na sl. 7.9. Najjednostavnije je da se koristi horizontala ravni h kroz proizvoljnu ta¢ku A koja
je na ravni B ¢iji se drugi prodor (tacka 1") nalazi na drugom tragu f3,. 1z osnog traga ,=°
Sestarom otvora R=f41" nacrta se luk na kojem se nalazi i oboreni drugi prodor (1°) posto je
Bx1"=Py°1°. Tacka 1° mora se naci i na krugu rotacije (sponi) koji je upravan na prvi trag p3,, a
polazi iz prve projekcije prodora (tacke 1'). U preseku luka i spone dobija se oboreni prvi
prodor 1° koji sa B° daje drugi oboreni trag f3,°. Iz tacke 1° crta se horizontala u oborenom
poloZaju h° koja je paralelna sa 3,° (h°//B,=8,°). Tacka A je na ravni stoga su joj projekcije na
projekcijama horizontale h kao i oboreni polozaj (A° je na h°). Oborena projekcija A° tacke A
1 njena prva projekcija A' su na sponi koja je upravna na prvi trag ravni 3,. Ravan se vidi u
pravoj veli¢ini u oborenom polozaju, odnosno deo te oborene ravni 3° je izmedu tragava 3, i

B.°.
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Bz

By=B°y }
Y e : /~/B2

S1. 7.8: Princip obaranja ravni oko
prvog traga [, u prostoru S1. 7.9: Obaranje ravni oko prvog traga [3,
u ortogonlanim projekcijama

7.3.2. Obaranje (rotacija) ravni oko drugog traga

Ravan se obara (rotira) oko drugog traga 3, sve dok ne legne na V ravan, odnosno sve
dok njen prvi trag B, ne legne na V ravan. Proizvoljno se odabere tacka 1 na ravni  na
njenom prvom tragu B,. Pomoc¢u Sestara otvora R=py1 “prenese” se tacka 1 na V ravan i
dobija 1° koja sa osnim tragom By=B«° odreduje prvi oboreni trag f3,° (sl. 7.10). Drugi oboreni
trag B,° nalazi se gde i drugi 3,, odnosno B,=3,°. Ravan se vidi u pravoj veli¢ini u oborenom
polozaju 3°, odnosno deo te oborene ravni je izmedu tragova 3, i 3,°.

Za obaranje ravni u ortogonalnim projekcijama oko drugog traga najjednostavnije je
koristiti frontalu f i njen prvi prodor, tatku 1. Iz osnog traga Py koji je ujedno i oboreni,
By=P«° Sestarom otvora R=By1' prenese se tacka 1' u oboreni polozaj 1° (sl. 7.11). U preseku
luka iz 1' i spone iz taCke 1", koja je upravna na drugi trag f3,, dobija se 1° iz koje se nacrta
frontala u oborenom polozaju °. Posto je frontala paralelna sa drugim tragom tada ée i {° biti
paralelno sa 3,° (f°//B,°=B,). Tatka A° nalazi se u preseku frontale u oborenom polozaju f° i
spone upravne na trag 3, iz tatke A".

S1. 7.10: Princip obaranja ravni oko S1. 7.11: Obaranje ravni oko drugog traga [3,
drugog traga 5, u prostoru u ortogonlanim projekcijama
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Zadatak 7.1.

0(1;4). Data je ravan B(3;2;-3) 1 tatka A(2;1,5;?) na njoj. Oboriti ravan f3: a) oko prvog i
b) oko drugog traga i odrediti tacku A°.

Tragovi zadate ravni su “nezgodno” postavljeni, te odredivanje njenih oborenih tragova
moze biti teze za pocetnike. Stoga treba dobro uveZbati obaranje tragova ravni kada je
“najzgodnije” postavljena (kao u prethodnom primeru) i po ugledu na taj primer resiti zadati.

a) Nacrtaju se tragovi ravni 3 i prva projekcija tacke A'. Pomocu horizontale h odredi se
druga projekcija tacke A" (sl. 7.12). Iz osnog traga By Sestarom otvora R=f1" povuce se luk u
pravcu strelice koji u preseku sa sponom iz tacke 1', koja je upravna na B,, daje 1°. Tacke By i
1° odreduju drugi oboreni trag 3,°. Oboreni polozaj tatke A° nalazi se na oborenoj horizontali
h° koja se crta iz 1° 1 paralelna je sa f3,.

b) Za obaranje prvog traga najlakse je koristiti frontalu f povucenu kroz tacku A. Iz By
Sestarom se nacrta luk polupre¢nika R=By1' i u preseku sa sponom iz 1" koja je upravna na
trag 3, dobija se 1°. Prvi oboreni trag 3,° prolazi kroz 1 1° (sl. 7.13).

7 Z
B
0 0
v Y
S1. 7.12: Obaranje drugog traga ravni S1. 7.13: Obaranje prvog traga ravni
(B.°) (Zadatak 7.1, a) (B,°) (Zadatak 7.1, b)

Zadatak 7.2.

0(=7;3). Oboriti ravan B(—2;2;-2) oko prvog traga kao i tacku A(-2,5;?;1,5) na njoj.

Zadatak se moze reS$iti pomocu horizontale h kroz tacku A i njenog prodora kroz V ravan
(tacke 1) (sl. 7.14).

Zadatak 7.3.

0(1;3). Zadata je prava a sa tackama A(0,5;0;1,5) 1 B(2;1;?) koja se nalazi na ravni
B(5;3;7). Odrediti oboreni poloZaj prave a na ravan H.

Obaranje proizvoljne prave na ravni je isto kao i obaranje horizontale i frontale. Prava na
ravni u oborenom poloZaju nalazi se na oborenim prodorima kroz H i V ravni, a koji se nalaze
na prvom i drugom oborenom tragu ravni. Prema zadatim koordinatama nacrtaju se a', A" i f3,.
U preseku a' i 3, dobija se prvi prodor prave a (tacka 1'), a druga njena projekcija 1" je na osi
X (sl. 7.15). Posto je tacka A' na osi X ujedno je to i prva projekcija drugog prodora prave a.
Drugi prodor je tacka A" kroz koju prolazi drugi trag 3, koji se dobija spajanjem By 1 A".
Oborena prava a° prolazi kroz A° i 1°=1". Oboreni poloZaj A° tatke A je na oborenom drugom
tragu B3,° koji se dobija u preseku luka radijusa R=,A" iz tacke By 1 spone iz tatke A' upravne

na 3,.
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) AP

S1. 7.14: Obaranje drugog traga ravni (f3,°)
(Zadatak 7.2.) S1. 7.15: Obaranje ravni [ i prave a na
njoj oko prvog traga (Zadatak 7.3.)

Zadatak 7.4.

0(—6;5). Data je ravan [(1,5;1;1) i tatke A(-2;?;1) i E(—4;0;?) na njoj. Nacrtati
pravougaonik ABCD tako da su dimenzije AB=3 cm 1 BC=2 cm, a ivica AB lezi na pravoj
AE.

Prema zadatim podacima nacrtaju se tragovi ravni B, i B, kao 1 A" i E' (sl. 7.16). Posto je
E' na osi X znaci da je ta tacka i drugi prodor, te je E" na sponi i drugom tragu [3,. Spoji se E" 1
A" 1 odredi druga projekcija prvog prodora te duZi (tacka 1"). Prva projekcija prvog prodora 1'
je na tragu f3,, te se odredi A' koja je na duzi E'l". Na ovoj duZi je ivica pravougaonika AB ¢ija
vrednost je zadata (AB=3 cm).

Da bi se odredile projekcije
pravougaonika obori se ravan 3 na kojoj se
nalazi pravougaonik npr. oko traga f3,. Obori
se tacka E (pomocu luka iz By 1 spone iz E') 1
dobija E° koja sa By daje B,°. Spajanjem E° i
1', posto je 1'=1°, dobija se duz na kojoj se
odredi A° (sponom iz A'). Od tacke A° na
duzi A°E° na 3 cm nalazi se B°. KonstruiSe
se pravougaonik zadatih ivica 3x2 cm i
dobijaju tacke C° 1 D°. Tacke pravougaonika
se “vrataju” iz oborenog polozaja u
projekcije pomocu spona (iz tatke B°) i
horizontale h°® iz D° i na taj nacin dobijaju
tatke A', B'i D'. Tacka C' se dobija iz uslova
da su 1 projekcije ivica pravougaonika
medusobno paralelne, kao §to su paralelne i u
oborenom (stvarnom) poloZzaju.

S1. 7.16: Crtanje projekcija pravougaonika
kada su zadate ivice (Zadatak 7.4.)
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7.3.3. Obaranje (rotacija) ravni oko sutraZnjica

Kada je ravan zadata sa tri tacke njena prava veli¢ina se moZe odrediti i bez crtanja
tragova ravni, tako $to se obori (zarotira) oko horizontale h u polozaj paralelan sa H ravni ili
oko frontale fu poloZaj paralelan sa V ravni.

C"

Y A'=A°

S1. 7.17: Obaranje ravni ABC oko
horizontale h

Neka je zadata ravan sa tri taCke
A(0,5;3,5;1,5), B(6;3;0,5) 1 C(3,5;0,5;3,5)
¢iju pravu veli¢inu treba odrediti. Nacrta se
horizontala h kroz tacku A, oko koje se
obara trougao tako da je h'=h° (sl. 7.17). Iz
tacaka B' 1 C' spuste se normale na h° koje
predstavljaju krug rotacije na kojem se
nalaze te oborene tacke B° 1 C°, a tacka A'
je ujedno 1 oborena A° (A'=A°). Tacke 3'1
2' se dobijaju u preseku normala i h'. Druge
projekcije ovih tacaka 2" i 3" su na h".
Prava veli¢ina duzi 3C i1 2B moze se
odrediti transformacijom (trouglom pravih
veli¢ina) ili rotacijom. U zadatku je
kori§¢ena rotacija. Duz 3°C" predstavlja
pravu veli¢inu duzi 3C, te se iz tacke 3' na
krug rotacije nanese ova duZ i tako dobija
C°. Na isti nacin se dobija i1 tatka B°
(2'B°=B"2°).

Resenje ovog zadatka kombinovanim kori§¢enjem transformacije i rotacije pokazano je
na sl. 7.18. Za odredivanje prave veli¢ine duzi 3C i 2B postavljena je ravan transformacije m,
¢ija je osa | X, upravna na h'. Treca projekcija trougla je duz B"'C™ koja se zarotira tako da se
dovede u polozaj paralelan sa osom ,X; i dobija duz B,"'C"". Ova duz predstavlja trougao u
poloZaju paralelnom sa ravni m,, te se stoga sponama upravnim na , X, dobijaju tacke C° 1 B°.
Spajanjem tacaka A', B® i C° dobija se prava veli¢ina trougla.

CH

[Sliles I

S1. 7.18: Odredivanje
prave velicine ravni
ABC kombinacijom

transformacije 1
rotacije
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Zadatak 7.5.

0(4;4). Odrediti pravu veli¢inu traougla zadatog tackama A(0;1;?), B(3;0,5;?) 1 C(1,5;2;?)
koji se nalazi na ravni [3(5;3,5;3,5) postupkom transformacije i rotacije.

Prema zadatim koordinatama odrede se prve projekcije tadaka, a druge projekcije iz
uslova da se trougao nalazi na ravni 3, pomocu horizontala (sl. 7.19). Postavi se ravan
transformacije m, upravno na m, (osa ;X5 L 3,) i pomocu z koordinate jedne tacke, na primer
tatke 1" dobije se 1". Spajanjem tacaka 1" i ,y; dobija se trag B, na kojem se nalazi treca
projekcija trougla, tj, tacke A™, B" 1 C". Kada bi se postavila transformacijska ravan m,
paralelno sa 1, dobila bi se Cetvrta projekcija koja bi dala pravu veli¢inu trougla.

Z

Medutim, u ovom zadatku Zeli
se pokazati povezanost
transformacije 1 rotacije. Stoga se
pomocu tacke 1" obori drugi trag
ravni 1 dobija [3,°. Koriste¢i oborene
horizontale kroz tacke trougla dobija
se prava veli¢ina, odnosno tacke
A°B°C°.

Oborene tacke trougla mogu se
dobiti ako se trea projekcija trougla
(tacke A", B" 1 C'") zarotiraju oko
osnog traga PB,x; da se dovedu na
osu X;. Na taj naCin se treca
projekcija trougla dovodi u polozaj
upravan na oborenu ravan [3°,
odnosno dobijaju se tatke A", B, 1
C.". U preseku liniija paralelnih sa
prvim tragom B, iz A", B, i C"" i
upravnim na njega iz tacaka A', B' i
C' dobija se prava veli¢ina trougla,
tj. tatke A°, B°1 C°.

S1. 7.19: Povezanost transformacije I rotacije pri odredivanju
prave velicine trougla (Zadatak 7.5.)

Zadatak 7.6.

0(1;4).

a) Pomodu rotacije odrediti pravu veli¢inu duzi A(2;4;1) 1 B(5;1;3) 1 njene nagibne
uglove prema H iV ravni

b) Na duZi AB odrediti tacku C koja je 2,5 cm udaljena od tacke A.

Zadatak 7.7.
0(5;10). Rotacijom oko frontale f odrediti pravu veli¢inu trougla K(1;5;1,5), L(7,5;4;0) 1
M(5,5;1;5).

Zadatak 7.8.

0(1;10). Nacratati projekcije jednakostrani¢nog trougla ABC na ravni o(9;6;8,5) tako da
mu se teme A nalazi na H ravni 5 cm ispred V, a suprotna ivica BC je paralelna sa V ravni.
DuZine ivica trougla su 5 cm.
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8. METRICKI PROBLEMI (PRAVE VELICINE MEDUSOBNIH
ODNOSA TACKE, PRAVE I RAVNI)

U poglavlju broj 5 definisani su medusobni odnosi tacke, prave i ravni kao i uslovi koje
pri tome treba da se zadovolje u prostoru i u ortogonalnim projekcijama. U Sestom i sedmom
poglavlju pokazan je nain odredivanja pravih veli¢ina medusobnih odnosa tacke, prave i
ravni postupkom transformacije i rotacije. Koji ¢e se od ovih postupaka koristiti zavisi od
zadatka, raspoloZivog prostora, preglednosti crtanja, licnog afiniteta itd. Osim ova dva
postupka postoje 1 druge moguénosti za odredivanje pravih veli¢ina koji se proucavaju u
okviru metrike. Metrika je deo nacrtne geometrije u kojem se proucavaju moguénosti za
odredivanje pravih veli¢ina kada su zadate projekcije i obrnuto; odredivanje projekcija kada
su zadate prave veli€ine, te se ovi zadaci nazivaju metri¢kim problemima. Zadatak koji ¢e se
realizovati treba uraditi na dva razli¢ita nacina. Tek kada oba nacina daju isto reSenje, sigurni
smo da je zadatak dobro resen, jer se pri crtanju prave slucajne (nenamerne) greske.

8.1. RASTOJANIJE TACKE OD PRAVE

U poglavlju 6 pod tatkom 6.2.2. definisano je najkrace rastojanje tacke od prave i kako se
dobija, a na primeru sa sl. 6.20 odredeno je postupkom transformacije. ReSenje zadatka
postupkom transformacije je pregledno, medutim, zauzima dosta prostora te se koriste i druge
mogucénosti.

Neka je zadata prava a sa tackama A i B i tacka C ¢ije najkrace rastojanje od prave a treba
odrediti. Kroz tac¢ku C postavi se pomoéna ravan § upravna na pravu a. Prava a probija ravan
B u tacki P. Rastojanje od tacke C do P predstavlja najkrace rastojanje tacke C od prave a, jer
je na normali iz tacke C na pravu a, §to je Sematski prikazano na sl. 8.1, levo.

Kroz tacku C postavi se ravan 3 upravna na pravu a koriste¢i horizontalu h (h'La"). Kroz
drugi prodor horizontale (kroz tacku 1") nacrta se drugi trag ravni 3, koji je upravan na drugu
projekciju prave a" (B,-La") (sl. 8.1, desno). 1z osnog traga By povuce se prvi trag B, koji je
upravan na a' (prava a je normala ravni ). Odredi se prodor prave a kroz ravan 3 (tacka P)
koriste¢i pomo¢nu ravan & upravnu na V ravan. Trag ravni , se poklapa sa a", a 9, je
paralelan sa osom Y.

Na prese¢nici p ravni B i

O (odreduju je tacke 1 i 2)

nalazi se prodor P. Duz PC

(oznaCena sa L) je najkrae

rastojanje tacke C od prave a,

a njena prava veli¢ina L°

dobija se ili transformacijom
X (trouglom pravih veli¢ina) ili

rotacijom. U ovom zadatku

po korid¢ena je rotacija. Od

' tacke gde se sece

horizontalna linijja iz P' 1

vertikalna iz C' nanese se duz

L" i dobija P°. Tacke C' 1 P°

odreduju najkrade rastojanje
tacke C od prave a (L°).

SI. 8. 1: Odredivanje prave velicine najkraceg rastojanja L ° tacke
C od prave a; sematski prikaz i ortogonalne projekcije
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Zadatak 8.1.

0(1;5). Kroz tacku C(0;4,5;3,5) nacrtati pravu b upravno na pravu a koja prolazi kroz

tacke A(2,5;1;0,5) 1 B(5;3,5;2,5).
Zadatak se reSava kao i prethodni
u kojem se odredilo najkrace
rastojanje izmedu taCke i prave, a
koje je bilo na normali iz tacke na

Kroz tacku C pomocu
horizontale h postavi se ravan [
upravno na pravu a (sl. 8.2). Gde
prava a probija ravan [ dobija se
prodor P koji sa tatkom C daje
normalu na pravu a. TraZzena prava b
se poklapa sa normalom, odnosno
prolazi kroz tacke C i P.

Zadatak uporediti sa zadatkom iz
tacke 6.2.3, sl. 6.21, gde je koris¢en
postupak transformacije.

Z
Cll
pravu.
2
0 X
C'c
S1. 8.2: Crtanje prave b upravne na pravu a
Y (Zadatak 8.1.)

8.2. RASTOJANJE TACKE OD RAVNI

Da bi se odredilo najkrace rastojanje izmedu tacke i ravni potrebno je kroz tacku povuci
normalu na ravan i odrediti njen prodor kroz ravan. Rastojanje izmedu tacke i prodora je

najkrace rastojanje tacke od ravni (sl. 8.3, levo).

%

S1. 8.3 Odredivanje prave velicine najkraceg
rastojanja L° tacke A od ravni f3; Sematski prikaz i
ortogonalne projekcije

Neka je data tacka A i ravan f.
Treba odrediti pravu veliinu
najkraéeg rastojanja L° izmedu njih.
Iz tatke A spusti se normala n na
ravan B (n'LB,, n"LP,). Koriste¢i
pomoénu ravan y (y, se poklapa sa
n', a y, je paralelno sa osom Z)
odredi se prodor normale n kroz
ravan [ (tacka P). Rastojanje od
tacke A do tacke P je najkrace
rastojanje izmedu tacke A i ravni 3
(oznateno sa L). Prava veli¢ina
ovog rastojanja L° odredena je
trouglom pravih veli¢ina u prvoj
projekciji. Iz jedne tacke, na primer
P' podigne se normala na duz L' na
koju se nanese razlika z koordinata
tacaka P"A" (Az) i dobija se P°. Duz
A'P° predstavlja pravu veli¢inu
najkradeg rastojanja izmedu tacke A
iravni B.
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8.3. RASTOJANIJE DVE PARALELNE PRAVE

Da bi se odredilo najkrace rastojanje izmedu dve paralelne prave a i b postavi se pomocna
ravan 3 kroz proizvoljnu tacku na pravoj b, na primer kroz C, koja je upravna na pravaaib
(sl. 8.4, levo). Prodor prave a kroz ravan B (tacka P) i tac¢ka C odreduju najkrace rastojanje
izmedu paralelnih prava a i b (L=PC).

Neka je zadata prava a koja prolazi kroz tacke A i B i njoj paralelna prava b koja prolazi
kroz tacku C. Potrebno je odrediti pravu veli¢inu najkraeg rastojanja L° izmedu prava a i b.
Koristeé¢i horizontalu h postavi se pomoéna ravan f§ kroz tacku C upravno na zadate prave a i
b (h'Lb"). Za odredivanje prodora prave a kroz ravan 3 (tacke P) kori§¢ena je pomoc¢na ravan y
kroz pravu a koja je upravna na V ravan. Prava veli¢ina najkraceg rastojanja (L°) odredena je
u drugoj projekciji rotacijom tacke C (L°=P"C°).

S1. 8.4. Odredivanje
prave velicine
najkraceg rastojanja
L° dve paralelne
prave
a1 b; Sematski
prikaz 1 orfogonalne
projekcije

8.4. RASTOJANJE DVE MIMOILAZNE PRAVE

Odredivanje najkradeg rastojanja izmedu dve mimoilazne prave pomocu transformacije
pokazano je u poglavlju 6, sl. 6.23. Zadatak se moZe resiti i na drugi nacin. Neka je data prava
a koja prolazi kroz tacke A(0:;4;-0,5) 1 B(4,5;0;2) i prava b koja prolazi kroz tacke
C(4,5:4,5;3) 1 D(6,5;6;0) koje se mimoilaze i ¢ije najkraée rastojanje treba odrediti.

Najkrace rastojanje izmedu dve mimoilazne prave a i b dobija se tako §to se iz proizvoljne
tacke, npr. E koja je na pravoj a povuce prava b, koja je paralelna sa pravom b (sl. 8.5, desno).
Prava a i b, odreduju pomo¢nu ravan . Spustanjem normale n iz proizvoljne tacke na pravoj
b, npr. iz tacke F, dobija se prodor normale kroz ravan [ (tacka P). Duz FP predstavlja
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najkracée rastojanje izmedu mimoilaznih prava a i b (L=FP). Prava veli¢ina tog rastojanja L°
odredena je rotacijom u prvoj projekciji.

zt 5

SI. 8.5. Odredivanje prave velicine najkraceg

rastojanja L ° izmedu mimoilaznih prava a i b
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8.5. RASTOJANIJE IZMEDU
DVE PARALELNE RAVNI

Najkraée rastojanje izmedu dve
paralelne ravni a 1 3 dobija se kada
se iz proizvoljne tacke A na ravni o
povue normala n na ravan f.
Rastojanje od tatke A do prodora
normale n kroz ravan [ (tatke P)
predstavlja  najkraée  rastojanje
izmedu paralelnih ravni o i B,
oznaceno sa L (sl. 8.6, levo).

Kroz tatku A nacrta se normala
n ravni a 1 B 1 odredi njen prodor P
kroz ravan B koris¢enjem pomocne
ravni y upravne na H ravan (sl. 8.6,
desno). Duz AP je najkrade
rastojanje L izmedu ravni o 1 B
(L=AP), a prava veli¢ina L° je
odredena transformacijom (trouglom
pravih veli¢ina).

B

%\

SI. 8.6: Odredivanje prave velicine najkraceg rastojanja L ° izmedu dve paralelne ravni o i
p; Sematski prikaz i ortogonalne projekcije
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8.6. UGAO IZMEDU DVE PRAVE KOJE SE SEKU

Kada se prave a i b seku medusobno zaklapaju ugao ¢. Prava veli¢ina ugla ¢ dobija se
tako Sto se obori ravan koju obrazuju prave a i b na H ili V ravan ili se rotacijom dovedu u
polozaj paralelan sa njima. Ravan koju obrazuju dve prave koje se seku obara se oko prvih
prodora na H ili oko drugih na V ravan, tj. oko tragova ravni.

Neka je zadata prava a sa tatkama A(1;1;0,5) 1 B(3;3;?) i prava b sa tackama C(5;3;2) i
D(6;2;0,5) koje se seku. Treba naéi pravu veli€inu ugla ¢ izmedu ravni. Odrede se prvi
prodori prava a i b (ta¢ke 2'1 3'") ¢ijim spajanjem se dobija prvi trag ravni koju obrazuju ove
dve prave (sl. 8.7). Iz prve projekcije preseéne tacke prava (tacke 1') povuée se normala na
trag ravni 2'3' i dobija tacka 4', a druga njena projekcija 4" je na osi X. Duz 1,4 se obara na H
ravan oko tacke 4', tako Sto se odredi njena prava veli¢ina 1°4' koja se nanese na duz 4'1' od
tacke 4'. Prava veli¢ina duzi 1°4' dobija se pomocu trougla pravih veli€ina (ili rotacijom).
Spajanjem tacaka 2'1 3' sa 1° dobijaju se prave veliine prava a° i b°, kao i prava veli¢ina ugla
izmedu njih @°.

Zadatak 8.2.

0(1;3). Data je prava a koja prolazi kroz tatke A(1;2;1) 1 C(3;3;2,5) i prava b koja prolazi
kroz tacke B(6;0,5;0,5) i C. Treba odrediti pravu veli¢inu ugla ¢ koje prave medusobno
zaklapaju.

Zadatak se moZe reSiti tako Sto se prave a i b koje se seku u tacki C zarotiraju oko
horizontale h ravni koju obrazuju u poloZaj da ravan koju obrazuju bude paralelna sa H ravni.
Stoga se kroz tatku A" povuce druga projekcija horizontale h" i dobija tacka 1", a prva
projekcija horizontale h' prolazi kroz tacke A'i 1' (sl. 8.8). Iz tacke C' povuce se normala na h'
1 dobija tacka 2'. Duz C2 predstavlja poluprecnik rotacije te se odredi njena prava veli¢ina
C°2' koristeéi trougao pravih veli¢ina u prvoj projekciji i nanese se na duz 2'C' od tacke 2'.
Tacke C°, A'i 1' odreduju pravu veli¢inu ugla ¢° koje prave a i b medusobno zaklapaju.

1" “
z \
0 3" X
3!

\n\\ ‘\‘ \./.

Y — o
SI. 8.7: Odredivanje prave velicine ugla ¢° SI. 8.8: Odredivanje prave velicine ugla ¢°

1zmedu prava a 1 b koje se seku, 1zmedu prava a 1 b koje se seku, rotirajem

obaranjem oko prvih prodora oko horizontale h (Zadatak §.2.)
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8.7.UGAO PRAVE PREMA RAVNI

Ugao prave prema ravni je ugao izmedu prave i njene ortogonalne projekcije na tu ravan.
Ortogonalnu projekciju prave a na ravan 3 odreduje prodor prave a kroz ravan 3 (tacka P) i
prodor normale n kroz ravan 3 (tatka P,) povuéene iz proizvoljne tacke B na pravoj a (sl. 8.9
74 desno, gore). Ugao izmedu
prave a i njene projekcije na
ravan B (duz PP,) je ugao
izmedu prave a i ravni P
(oznacen sa ).

Odredi se prodor prave a
kroz ravan [ (tacka P)
koriste¢i pomoénu ravan koja
prolazi kroz pravu a koja je
upravna na V ravan (sl. 8.9).
Iz proizvoljne tatke B na
pravoj a spusti se normala n
na ravan 3 1 odredi njen
prodor, tacka P,. Prava
veli¢ina  trougla  B°P,°P°
odredi se, zbog preglednosti,
sa strane (sl. 8.9 desno, dole).
Prava wveli¢ina duzi P'P°
odredena je rotacijom, a duzi
B"P° trouglom pravih veli¢ina
(transformacijom).

Sy

v 1
S1. 8.9: Odredivanje prave velicine ugla ¢° prave a prema

ravni 3; Sematski prikaz 1 orfogonalne projekcije

8.8. PRAVA POD ZADATIM UGLOM PREMA PROJEKCIJSKIM RAVNIMA

U poglavlju 6 pod tackom 6.2. objasnjeno je kako se odreduju uglovi prave prema Hi V
ravnima kada je prava zadata ortogonalnim projekcijama. Ovde se problem postavlja obrnuto,
kako nacrtati ortogonalne projekcije prave kada su zadati uglovi koje prava treba da zaklapa
sa HiV ravni.

Neka je zadata prva projekcija a' prave a, prva projekcija A' tatke A kroz koju prava
prolazi i prvi prodor 1' prave a. Treba nacrtati drugu projekciju a" prave a, tako da sa H ravni
zaklapa ugao ¢,;=60°.

Kroz tatku A' mozemo postaviti dve prave “a” koje ¢e sa H ravni zaklapati ugao ¢,=60°,
a koje ¢e imati zadatu prvu projekciju a'. Druga moguénost prave a je u produZetku zadate
prve projekcije, odredene sa taCkom A'i 2'. Tacka 2' je prvi prodor druge mogucnosti prave a
koja se odredi iz jednakosti duzi 1'A'=A'2'. Druge projekcije ta¢aka 1" i 2" su na osi X.

Prava a treba da se zarotira oko ose upravne na H ravan, a koja prolazi kroz tacku A tako
da se dovede u polozaj paralelan sa V ravni, kako bi se na toj ravni ugao ¢, projicirao u
pravoj veli¢ini. Stoga se zarotira prva projekcija a' prave a oko tatke A' tako da se prava a
dovede u polozaj paralelan sa V ravni, odnosno da je a°' paralelno sa osom X (sl. 8.10). Posto
je zarotirana prava a°' paralelna sa osom X njena druga projekcija a°" ¢e se videti u pravoj
veli¢ini kao i1 ugao ¢,° prave a prema H ravni. Stoga se iz tacke 1°" pod uglom ¢,°=60°
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on

povuce druga projekcija oborene prave a®" koja zajedno sa sponom iz A' odreduje drugu
projekciju A" tatke A. Druga projekcija prave a" prolazi kroz tacke 1" 1 A".

Druga moguénost za pravu a odreduje se na isti nacin rotiranjem tacke 2' u polozaj 2°' da
a°' bude paralelno sa osom X, tako da a" prolazi kroz tacke 2" 1 A".

Ako je zadata druga projekcija a" prave a, druga projekcija A" tatke A na njoj i drugi
prodor 1" prave a, moZe se odrediti prva projekcija a' tako da prava a sa V ravni zaklapa ugao,
npr. od @,=60°.

Tada se prava a zarotira oko ose upravne na V ravan koja prolazi kroz ta¢ku A tako da se
dovede u polozaj paralelan sa H ravni. Tada se druga projekcija prave a" rotacijom dovede u
polozaj paralelan sa H ravni, tako da se u prvoj projekceiji a®' vidi u pravoj veli¢ini kao i ugao
prema V ravni (¢,°). Tacka 1" se zarotira oko A" u poloZaj 1°", tako da je a°" paralelno sa
osom X (sl. 8.11). Prva projekcija zarotirane tacke 1°' je na osi X odakle se pod zadatim
uglom od 60° nacrta a®' koja je prava veli¢ina prave a i koja odreduje traZzenu tacku A'. Prva
projekcija a' prave a prolazi kroz tacke 1' 1 A'. Kao 1 u prethodnom primeru postoji jo§ jedno
reSenje, odnosno i druga moguénost prave a koja zaklapa zadati ugao ¢,=60°. Druga
moguénost prave a je odredena tackama A" i1 2". Tacka 2" je na istom rastojanju od A" kao i
1", odnosno 1"A"=A"2".

Z
Z
10" 20 "
P=60°
6( © X P D ¢
0 o
60° Py
©
Y Y
1 '
S1. 8.10: Odredivanje a" kada je prava a SI. 8.11: Odredivanje a' kada je prava a
pod zadatim uglom ¢,,°=60° pod zadatim uglom ¢,,°=60°

Zadatak 8.3.

0(1;4). Prava a prolazi kroz tacke A(2;2,5;0,5) 1 B(4;0,5;?). Odrediti drugu projekciju
prave a tako da sa H ravni zaklapa ugao ¢,=45°.

Prema zadatim koordinatama nacrta se a' i A". Tacka A treba da se zarotira oko ose
upravne na H ravan koja prolazi kroz tac¢ku B u poloZaj da prava a bude paralelna sa V ravni.
Da bi se ovo postiglo tacka A' se zarotira oko B' u polozaj A°' tako da prva projekcija a°'
prave a bude paralelna sa osom X (sl. 8.12). Pri tome tacka A pravi luk rotacije koji je
paralelan je sa H ravni, te je njegova druga projekcija paralelna sa osom X 1 prolazi kroz tacku
A". Druga projekcija oborene tacke A°" nalazi se u preseku spone iz A®' i horizontalne linije
iz tatke A" (druge projekcije luka rotacije). Prava veli¢ina a° prave a prolazi kroz tacku A°" i
pod uglom je od 45°, te se na osnovu nje i spone iz tacke B' dobija B", ¢ime je odredena druga
projekcija prave a".
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Zadatak 8.4.

0(1;4). Prava a prolazi kroz tacke A(2;2,5;3) 1 B(4;?;1). Odrediti prvu projekciju prave a
tako da sa V ravni zaklapa ugao ¢,=30°.

Nacrta se druga projekcija prave a" i tacka A' (sl. 8.13). Da bi se odredila tatka B' i prva
projekcija prave a' zarotira se prava a u poloZaj paralelan sa H ravni oko ose upravne na H
ravan koja prolazi kroz tacku B. Pri tome se A" zarotira oko B" u polozaj da druga oborena
projekcija a°" bude paralelna sa osom X. Krug rotacije je paralelan sa H ravni, te je njegova
prva projekcija paralelna sa osom X i prolazi kroz A'. Tatka A°' je u preseku spone iz A°" i
horizontalne linije iz tacke A' iz koje se povuce pravac pod uglom od 30° i tako dobija B'.
Pravu veli¢inu prave a odreduju tacke A°' i B', kao i zadati ugao prema V ravni (¢, °=30°).

Bll
Z
Z
IAOII
X
0 B' 0 X
Y Y Ao. -

SI. 8. 12: Odredivanje a" kada je prave a pod S1I. 8 13: Odredivanje a' kada je prave a pod
zadatim uglom ¢,°=45° (Zadatak 8.3.) zadatim uglom ¢,,°=30° (Zadatak §.4.)

8.9. UGAO RAVNI PREMA PROJEKCIJSKIM RAVNIMA

Ugao ravni 3 prema H ravni je ugao njene prve nagibnice prema H ravni, a ugao ravni 3
prema V ravni je ugao njene druge nagibnice prema V ravni. Na sl. 8.14 nacrtana je prva
nagibnica g, ravni  koja prolazi kroz tacke 1 i 2 (prvi i drugi prodor). Nacrta se trougao
pravih veli¢ina u prvoj projekciji, tako §to se iz tacke 2' podigne normala na g,' na koju se
nanese razlika z koordinata ta¢aka 1" i 2" (Sestarom iz 2') i dobija 2°. Ugao ¢,,° izmedu g,° i
g,' predstavlja ugao ravni § prema H ravni, kao i ugao prve nagibnice g, prema H ravni.

Na sli¢an nacin se odreduje i ugao ravni 3 prema V ravni. Nacrta se druga nagibnica g,
ravni  pomoc¢u tacaka 1 i 2 i odredi njena prava veli€ina koriste¢i trougao pravih veli¢ina u
drugoj projekciji (sl. 8.15). Iz jedne tacke u drugoj projekciji, na primer 2" podigne se
normala na g," i na nju nanese razlika y koordinata tacaka 1 i 2 Sto odreduje 2°. Ugao ¢,°
izmedu g,° 1 g," predstavlja ugao ravni § prema V ravni, kao i ugao druge nagibnice g, prema
V ravni.

8.10. RAVAN POD ZADATIM UGLOM PREMA PROJEKCIJISKIM RAVNIMA

Ovde se zadatak postavlja obrnuto od zadatka iz prethodne tacke, tj. treba nacrati
ortogonalne projekcije ravni (tragove ravni) tako da sa H ili V projekcijskom ravni zaklapa
zadati ugao. Neka je zadat drugi trag ravni 3, 1 ugao ¢,=45° koji ravan B treba da zaklapa sa
H ravni. Treba odrediti prvi trag 3,.
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Yy

S1. 8.14: Ugao ¢, ° ravni [ prema H ravni S1. 8.15: Ugao ¢,/°ravni f prema V ravni

Zadatak se reSava tako $to se nacrta prva nagibnica g, ravni 8 pod uglom od 45° prema H
ravni. Iz proizvoljne tacke 1" na drugom tragu [, koja je drugi prodor prve nagibnice, povuce
se pravac pod ugom ¢,;°=45° koji predstavlja pravu veli¢inu prve nagibnice g,° i dobija se
tacka 2° (sl. 8.16). Prva projekcija drugog prodora je na osi X (tacka 1') iz koje se Sestarom
otvora 1'2° iz tacke 1' nacrta luk rotacije koji predstavlja luk rotacije prve nagibnice u prvoj
projekciji. Prvi trag B, se dobija kao tangenta na luk iz osnog traga PBy. Kada se iz tacke 1'
povuce normala na trag 3, dobija se tacka 2' koja odreduje prvu projekciju prve nagibnice g,'
koja je upravna na f3,.

Na sl. 8.17 prikazano je odredivanje drugog traga ravni 3, kada ravan 3 treba da je pod
zadatim uglom od ¢,°=45° prema V ravni, kada je poznat njen prvi trag f3,. Treba nacrtati
drugu nagibnicu g, ravni 3 tako da bude pod uglom od 45° prema V ravni. Stoga se iz
proizvoljne tacke 1' na tragu 3,, koja predstavlja prvi prodor druge nagibnice povuée pravac
pod zadatim uglom od 45° i dobija g,° i tatka 2°. Iz druge projekcije prvog prodora (tacke 1")
nacrta se luk polupre¢nika 1"2° (luk rotacije druge nagibnice u drugoj projekciji). Tangenta na
luk rotacije iz By odreduje drugi trag [3,, tako da je druga projekcija druge nagibnice g,"
normala iz tacke 1" na trag 3,, Sto odreduje i tacku 2".

S1. 8.16: Crtanje traga 3, kada je ravan  pod S1. 8.17: Crtanje traga 3, kada je ravan [
uglom ¢,,°=45° prema H ravni pod uglom ¢, °=45° prema V ravni
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Zadatak 8.5.

0(4;5). Kroz pravu a zadatu
tackama A(2;1,5;3) i B(4:4,5;1)
postaviti ravan 3 koja prema H
ravni zaklapa ugao od 60°. Nacrtati
oba resenja.

Ravan B odredena je pravom a
1 prvom nagibnicom g, koja treba
da je pod uglom od 60° prema H
ravni, odnosno odredena je
njihovim prodorima kroz H 1 V
ravan. Stoga se kroz drugi prodor
prave a (kroz tacku 1") nacrta
oborena  projekcija g,° prve
nagibnice pod uglom od 60° prema
osi X 1 dobija tacka 3° (sl. 8.18).
Sestarom iz tatke 1' nacrta se luk
polupre¢nika 1'3° na koji se iz
prvog prodora prave a (tacke 2')
povuce tangenta koja predstavlja
prvi trag 3, ravni B. Drugi trag 3,
2 prolazi kroz osni trag By i drugi
prodor prave a (kroz tacku 1").

S1. 8.18: Crtanje ravni [ pod uglom od 60° Druga varijanta fragova ravni P

prema H ravni (Zadatak 8.5,) dOlea, se na isti na¢in pomo¢u druge
mogucénosti za g,°.

8.11. UGAO RAVNI PREMA KOORDINATNIM OSAMA

Uglovi ravni B (¢y, ®y 1 ¢,) prema koordinatnim osama X, Y i1 Z dobijaju se iz pravouglih
trouglova 00,By, 00,8y 1 00,B,, (sl. 8.19). Tacka 0, je ortogonalna projekcija koordinatnog
pocetka 0 na ravan [ i tacka gde se dve katete tri pravougla trougla seku pod uglom od 90°.
Tacka 0, dobija se kao prodor normale n iz tacke 0 na ravan 3. Prava veli¢ina uglova ¢,°, ¢,°
1 ¢,° najjednostavnije se odreduje na pomoc¢noj slici sa strane. Odredi se prava veli¢ina duzi
0°0,° (npr. rotacijom) koja je zajedniCka kateta za sva tri trougla. Na ovu duz povuce se pod
pravim uglom linija na kojoj se nalaze oboreni osni tragovi ravni  (na pomoc¢noj slici sa
strane). Koordinate osnih tragova vide se u pravoj veli¢ini, te se Sestarom iz tacke 0° nanesu
duzi 0By, 0By 1 0B,. i dobijaju tacke By°, By° 1 B,° 1 prave veli¢ine uglova ravni 3 prema
koordinatnim osama.

8.12. ORTOGONALNE PROJEKCIJE KRUZNIH POVRSINA (KRUZNICA)

Kada je kruzna povrsina ili kruZnica u proizvoljnom polozaju prema projekcijskoj ravni u
ortogonalnoj projekciji na toj ravni se projicira kao elipsa. Samo kada je kruzna povrSina
paralelna sa projekcijskom ravni projicira se na njoj kao kruznica (u pravoj veli¢ini), a kada je
upravna na projekcijsku ravan projicira se kao duz jednaka pre¢niku kruznice.

Elipsa, kao ortogonalna projekcija kruznice, moZe biti manje ili vise “spljostena” §to
zavisi od ugla pod kojim je prema projekcijskoj ravni. Sto je ugao vedi, elipsa je
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“spljostenija” i obrnuto. Crtanje elipse je najjednostavnije kada je poznata velika i mala osa
elipse, kao osnovni parametri koji je definisu (sl. 8.20). Kod ortogonalnih projekcija kruznice
(elipsi) velika osa jednaka je prec¢niku kruznice D, tj. AB=2a=2R=D, odnosno jednaka je
dvostrukoj vrednosti poluose a, dok je a=R. Mala osa CD=2b je uvek manja od precnika
kruZnice, $to je ugao koji kruzna povrSina zaklapa sa H ili V ravni veéi, mala osa je manja i
obrnuto. Velika i mala osa su pod uglom od 90°.

Elipsa se moZe nacrtati na viSe na¢ina. Metode za crtanje elipse, kada su poznate velika i
mala osa, su: metoda Sestara, metoda podeljaka itd.

00
ope:
. NN
—0° X
0=0 op B2 v Px
SI. 8.19: Odredivanje uglova ¢.°, ¢,°1 ¢,° ravoi
prema koordinatnim osama X, Y1 Z
Py
Y
Metoda Sestara

Na osnovu poznate velike i male ose (taaka A, B, C i D) nacrta se pravougaonik. 1z
jednog roglja pravougaonika, npr. iz tatke G (sl. 8.21) povuée se normala na pravac AC i u
preseku sa velikom osom dobija se tacka E, a sa malom osom tacka F. Tacke H 1J dobijaju se
simetri¢no tatkama E i F u odnosu na tacku O. Iz tacke E nacrta se luk radijusa R,=EA koji
predstavlja deo elipse, a iz tacke F luk radijusa R,=FC koji, takode predstavlja deo elipse.
Simetriéno ovim dobijaju se i druga dva luka iz tacaka H 1 J. Spajanjem lukova pomocu
krivuljara dobija se elipsa.

S1. 8.20: Osnovni parametri za crtanje elipse S1. 8.21: Crtanje elipse metodom Sestara
a—velika poluosa, b—mala poluosa, 2a—velika kada su poznate velika 1 mala osa
osa, 2b—mala osa, O—centar elipse



90 8. Metricki problemi (Prave veli¢ine medusobnih odnosa tacke, prave i ravni)

Metoda parceta hartije

Na osnovu zadate velike AB i male CD ose (sl. 8.22) na jednom parcetu hartije po ravnoj
ivici nacrta se duz OE koja je jednaka zbiru poluosa (OE=b+a). Rastojanje OF na parcetu
hartije predstavlja malu poluosu b, a FE veliku poluosu a. Par¢e hartije klizi po pravcima
velike 1 male ose, tako da je tacka E stalno na pravcu male ose, a tacka 0 sa parceta hartije na
pravcu velike ose (dobijaju se tacke E,, 0, u slede¢em nekom polozaju E,, 0, itd.). Tacka F,
daje tacku elipse. Postupak se kontinualno ponavlja zavisno od Zeljene preciznosti elipse.
Kada se nacrta gornja desna Cetvrtina elipse, par¢e hartije se premesta na levu stranu, zatim na
donju.

Kada su poznati konjugovani prec¢nici (to su oni pre¢nici koji su na kruznici medusobno
upravni, a na elipsi nisu) elipsu je najjednostavnije nacrtati pomocu parceta hartije. I jedan 1
drugi konjugovani pre¢nik je manji od velike ose (od pre¢nika kruZnice). Ovom metodom
crtez se ne “optereuje” dodatnim linijama, a zavisno od strpljenja dobija se dovoljno
precizna elipsa. 1z jedne tacke kra¢eg konjugovanog pre¢nika, tacke 4 (sl. 8.23) podigne se
normala na duZi konjugovani pre¢nik na koju se nanese polovina veceg konjugovanog
pre¢nika, duz 10 i dobija tacka E. Spoji se tacka E i centar 0 i dobija pravac po kojem klizi
tacka E sa parCeta hartije. Na parCetu hartije po ravnoj ivici, od proizvoljno odabranog
poloZaja za tatku E, nanese se polovina veceg konjugovanog polupre¢nika (duz EF) i duz
FG. Tacka E sa paréeta hartije klizi po pravcu OE, a tatka G po pravcu 02. Tacka F pri
pomeranju parceta hartije daje tacke elipse (F,).

.
E

S1. 8.22: Crtanje elipse metodom parceta S1. 8.23: Crtanje elipse metodom parceta hartije
hartije kada je poznata velika i mala osa kada su poznati konjugovani precnici

Ako je poznata velika osa i jedna tacka na elipsi moze se odrediti mala osa. Pravac male
ose je upravan na veliku iz tacke 0 koja je na